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摘　　　要：运用一种非概率－区间方法来对转子动力特性进行分析．基于区间数学和摄动理论的区间分析

方法将不确定参数支承刚度和连接结构刚度视为区间向量，运用区间摄动法建立了转子系统固有频率的公

式，分别应用区间摄动法和组合法对数值算例进行分析，并比较结果，验证了方法的有效性．结果表明：与确定

性方法相比，运用区间摄动法能够较准确地进行转子动力特性分析，降低了传统的概率分析方法对不确定参

数信息的过多要求，不需要确定参数的概率分布．
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ｉｎｔｅｒｖａｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｍｅｔｈｏｄ

　　在航空发动机设计中转子动力特性分析占有
十分重要的地位．而由于有限元法能够基于结构

的几何特征、材料、载荷以及约束条件等预测结构
的静态和动态特性，其在复杂转子系统中的使用
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越来越广泛．
发动机结构中的分析和设计方法一般都基于

确定的结构参数和确定的数学模型．然而实际上
经常存在着与材料性质、几何特性、外力、初始条
件、边界条件及与结构部件接头有关的误差和不
确定性．虽然在大多数情况下，误差或不确定性可
能很小，但这些误差或不确定性结合在一起可能
使发动机性能或响应产生大的、意想不到的偏差
或不可预知性．当很多结构参数存在不确定性时，
通常人们很难建立一个可靠的有限元模型．实际
上，一个转子系统中很多部件、组件均是不确定
的．为了考虑实际发动机中存在的各种不确定性
因素对结构响应的影响，学者们建立了各种分析
处理方法，主要有概率模型（随机模型）、模糊模型
和区间模型［１－６］：①概率模型将不确定性信息描述
为具有一定分布特征的随机变量或随机过程；②
模糊模型将不确定性量看成模糊变量，需要知道
不确定性结构参数的隶属度函数．与概率方法相
比较，在很多情况下，确定隶属度函数甚至更为困
难，使用者往往不得不带有主观性地选取相应的
隶属度函数，所确定的隶属函数只能大致反映设
计中的模糊性，往往带来较大误差；③区间模型将
不确定性变量视为“未知然而有界”变量，当不确
定性变量信息较少或无法得到其概率分布时，区间
模型便发挥了其优越性，其结果更符合客观实际．
目前，许多研究均集中在转子系统的概率不

确定性上，包括随机结构以及随机激励等，同时一
些学者运用模糊模型对转子系统进行了研究，但
是对转子动力特性的区间分析研究方面目前还鲜

有报道．
本文中介绍了一种转子动力特性的区间分析

方法，基于区间数学和摄动理论，区间分析方法将
不确定性参数视为区间向量，因此，当可获取的结
构系统信息量较少时，可以得到转子系统动力特
性的区间变化范围．当由于小样本而无法得到统
计规律时，概率方法的使用会受到限制，而这时区
间方法就较为有效了．本文运用区间摄动法建立
了转子系统固有频率的公式，分别应用区间摄动
法和组合法对一个数值算例进行了分析，并比较
了结果．

１　影响转子系统动力特性的
不确定性参数

　　由于材料、几何属性的随机性以及工作环境

的不断变化，不确定性在航空发动机中广泛存在，
由于温度的变化，滑油黏度和密度不断变化；而随
着工作循环增加，由于磨损和工作状态变化，一些
组件如轴承和轴系等的特性也在不断变化．在所
有的不确定性中，航空发动机典型动力学特征参
数：转子支承刚度和连接结构刚度，对转子系统动
力特性具有显著影响．

１．１　转子支承刚度的不确定性

转子支承刚度对转子系统振动特性，特别是
刚体型模态具有显著影响［７－１０］．发动机转子支承
刚度由三部分组成，支承结构刚度Ｋｓｔｒ、油膜刚度

Ｋｓｆｄ以及轴承刚度Ｋｂｒ，如图１所示．支承刚度组
成的三部分均会随着装配不同以及转子工况变化

而变化．

图１　发动机转子支承刚度组成

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

１．２　转子连接结构刚度的不确定性

连接结构在发动机转子系统中大量存在，如
图２所示某涡扇发动机低压转子，采用了短螺栓
连接及套齿连接结构；某些发动机则存在一些特
殊连接结构，如图３所示某涡扇发动机压气机转
子盘轴过盈连接结构．转子连接结构在工作中所
承受的载荷主要包括：扭矩、机动过载、陀螺力矩、
轴向力、离心力以及温度载荷．根据文献［１１］和文
献［１２］，连接结构刚度受机械载荷（横向载荷、离
心力、扭矩等）和装配工艺状态（轴向预紧力、配合
紧度等）等条件影响，是不确定的．

６７
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图２　某涡扇发动机低压转子连接结构示意图
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图３　某涡扇发动机压气机转子盘轴过盈连接示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ａｎ　ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｏｒ　ｓｈａｆｔ　ａｎｄ　ｄｉｓｋ　ｏｆ　ｔｕｒｂｏ－ｆａｎ　ｒｏｔｏｒ

２　区间分析方法

２．１　区间参数的中心表示法

设Ｒ为实数域．对于两个给定的实数α，α∈Ｒ，

且α≤α，则

αＩ＝ ［α，α］＝ ｛α｜α∈Ｒ，α≤α≤珔α｝ （１）
称为有界闭区间也叫区间数，简称区间．实数域上
所有有界闭区间的集合记为Ｉ（Ｒ）．则称

αｃ＝α＋α２
（２）

为区间的中点或中值或均值．称

αｒ＝α－α２
（３）

为区间的半径或离差．因此，

αＩ＝ ［α，α］＝αｃ＋αｒΔＩ （４）

式中ΔＩ＝［－１，１］，称为标准化区间．这种表示方
法称为区间的中心区间表示法．

２．２　转子系统固有频率的区间分析方法

Ｍ̈ｚ＋（Ｃ＋Ｇ）ｚ＋Ｋｚ＝０ （５）

式中Ｍ＝（ｍｉｊ）为正定的质量矩阵，Ｃ＝（ｃｉｊ）为半
正定的阻尼矩阵，Ｇ＝（ｇｉｊ）为反对称陀螺矩阵，

Ｋ＝（ｋｉｊ）为半正定刚度矩阵．
具有不确定性的转子振动问题都可划归为在

矩阵约束

ｍｉｊ ≤ｍｉｊ ≤ｍｉｊ，ｃｉｊ ≤ｃｉｊ ≤ｃｉｊ，

ｇｉｊ ≤ｇｉｊ ≤ｇｉｊ，ｋｉｊ ≤ｋｉｊ ≤ｋｉｊ （６）

下的转子自由振动问题．经状态变换后，对应的广
义特征值问题为

Ａｕ＝λＢｕ （７）

νＴＡ＝λνＴＢ （８）
其中

Ａ＝
Ｍ 　０
０ －［ ］Ｋ ，Ｂ＝

０ Ｍ
Ｍ　Ｃ　＋［ ］Ｇ （９）

式中ｕ，ν为复特征值λ的右特征向量和左特征向
量．相应的约束条件式（６）变为

Ａ≤Ａ≤Ａ，Ｂ≤Ｂ≤Ｂ （１０）
其中

Ａ＝
（ｍｉｊ） ０

０ （－ｋｉｊ

熿

燀

燄

燅）
，

Ａ＝
（ｍｉｊ） ０
０ （－ｋｉｊ

熿

燀

燄

燅
）

（１１）

Ｂ＝
０ （ｍｉｊ）

（ｍｉｊ） （ｃｉｊ＋ｇｉｊ
熿

燀

燄

燅）
，

Ｂ＝
０ （ｍｉｊ）

（ｍｉｊ） （ｃｉｊ＋ｇｉｊ
熿

燀

燄

燅）
（１２）

　　根据区间矩阵的表示方法和含义，式（１０）可
以写成

７７
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Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ （１３）

　　利用式（１３），由区间数学的含义，式（７）和式
（８）可以写为

ＡＩ　ｕ＝λＢＩ　ｕ （１４）

νＴＡＩ＝λνＴＢＩ （１５）

　　于是问题转化为求满足上式条件的各阶复特
征值λｉ所在的区间．

λｉ ＝λＩｉｒ＋ －槡 １λＩｉｙ ＝λｃｉ＋δλＩｉ，

ｉ＝１，２，…，ｎ （１６）
其中λｉｒ 和λｉｙ 分别为复特征值λｉ的实部和虚部．
由区间矩阵的中心表示法，广义特征值问题

式可以写为

（Ａｃ＋ΔＡＩ）ｕ＝λ（Ｂｃ＋ΔＢＩ）ｕ （１７）

　　从而，根据区间矩阵的含义，任取矩阵δＡ∈
ΔＡＩ和δＢ∈ΔＢＩ，则存在矩阵Ａ∈ＡＩ和Ｂ∈ＢＩ

满足下面等式，即

Ａ＝Ａｃ＋δＡ，Ｂ＝Ｂｃ＋δＢ （１８）

　　这样，区间矩阵对 〈ＡＩ，ＢＩ〉的广义特征值问
题又可写为

（Ａｃ＋δＡ）ｕ＝λ（Ｂｃ＋δＢ）ｕ （１９）
式中，矩阵δＡ和δＢ满足约束条件

－ΔＡ≤δＡ≤ΔＡ，－ΔＢ≤δＢ≤ΔＢ
（２０）

　　在区间矩阵ＡＩ和ＢＩ的不确定量ΔＡ和ΔＢ比
较小的情况下，区间矩阵的广义特征值问题式
（１４）可以化为在矩阵约束式（２０）下，中心矩阵Ａｃ

和Ｂｃ的特征值摄动问题式（１９）．
利用区间数学中的自然区间扩张理论，可得

复特征值λｉ所在的区间为

λｉ ＝λＩｉｒ＋ －槡 １λＩｉｙ ＝λｃｉ＋δλＩｉ （２１）
其中

λＩｉｒ ＝λｃｉｒ＋（νＴｃｉｒΔＡＩ　ｕｃｉｒ－νＴｃｉｙＡΔＩ　ｕｃｉｙ）－
λｃｉｒ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｒ－νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｙ）＋
λｃｉｙ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｙ ＋νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｒ） （２２）

λＩｉｙ ＝λｃｉｙ ＋（νＴｃｉｒΔＡＩ　ｕｃｉｙ ＋νＴｃｉｙΔＡＩ　ｕｃｉｒ）－
λｃｉｙ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｒ－νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｙ）－
λｃｉｒ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｙ ＋νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｒ） （２３）

　　经区间运算可得

λＩｉｒ ＝ ［λｃｉｒ－Δλｉｒ，λｃｉｒ＋Δλｉｒ］

ｉ＝１，２，…，ｎ （２４）

λＩｉｙ ＝ ［λｃｉｙ －Δλｉｙ，λｃｉｙ ＋Δλｉｙ］

ｉ＝１，２，…，ｎ （２５）
其中

Δλｉｒ ＝
νＴｃｉｒΔＡＩ　ｕｃｉｒ－νＴｃｉｙΔＡＩ　ｕｃｉｙ －
λｃｉｒ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｒ－νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｙ）＋
λｃｉｙ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｙ ＋νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｒ）

（２６）

Δλｉｙ ＝
νＴｃｉｒΔＡＩ　ｕｃｉｙ ＋νＴｃｉｙΔＡＩ　ｕｃｉｒ－
λｃｉｙ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｒ－νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｙ）－
λｃｉｒ（νＴｃｉｒΔＢＩ　ｕｃｉｙ ＋νＴｃｉｙΔＢＩ　ｕｃｉｒ）

（２７）

　　式（２６）、式（２７）中，各式满足方程

Ａｃ　ｕｃｉ ＝λｃｉＢｃ　ｕｃｉ （２８）

νＴｃｉＡｃ＝λｃｉνＴｃｉＢｃ （２９）

νＴｃｉＢｃ　ｕｃｉ ＝１ （３０）

　　根据公式（２５）和（２７），可得转子系统固有频
率所在的区间为

ｆＩｉ ＝ ［ｆｃｉ－Δｆｉ，ｆｃｉ＋Δｆｉ］

ｉ＝１，２，…，ｎ
其中ｆｃｉ ＝λｃｉｙ／２π，Δｆｉ＝Δλｉｙ／２π．

３　数值算例

３．１　单盘转子固有频率区间分析

单盘非对称转子模型如图４所示，转子系统
各参数如下：圆盘质量ｍ＝２０ｋｇ，极转动惯量为

０．１４４ｋｇ·ｍ２，直径转动惯量为０．０７２ｋｇ·ｍ２，转
轴的跨度为０．７５ｍ，直径为０．０６ｍ，Ｌ１＝０．１ｍ，

Ｌ２＝Ｌ３＝０．１５ｍ，设２点支承刚度Ｋ２，密度ρ和
弹性模量Ｅ是区间参数，取Ｋ２＝［Ｋｃ２－βＫ

ｃ
２，Ｋｃ２＋

βＫ
ｃ
２］，ρ＝［ρ

ｃ－βρ
ｃ，ρ

ｃ＋βρ
ｃ］，Ｅ＝［Ｅｃ－βＥ

ｃ，Ｅｃ＋

βＥ
ｃ］，其中 Ｋｃ２＝３．０×１０６　Ｎ／ｍ，ρ

ｃ＝７．８×１０３

ｋｇ／ｍ３，Ｅｃ＝２００ＧＰａ．其他参数为确定性参数，１
支点支承刚度Ｋ１＝１．０×１０８　Ｎ／ｍ，转速ω＝６０００
ｒ／ｍｉｎ．

图４　单盘转子模型

Ｆｉｇ．４　Ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ａ　ｓｉｎｇｌｅ－ｄｉｓｋ　ｒｏｔｏｒ

应用摄动法进行转子系统固有特性的区间分

析，取不确定性系数β＝０．０５，得到前三阶模态的
固有频率如表１所示，相应的模态振型如图５所示．
表１中ｋ为频率序号；ｆｃ

ｉ为固有频率的均

值，ｆｐｉ 和ｆｐｉ 分别为摄动法计算得到的固有频率

下界和上界；ｆａｉ 和ｆａｉ 分别为组合法计算得到的

８７
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精确的固有频率下界和上界［７］．从图５中可以看
出，通过摄动法得到的转子系统固有频率上下界
与真实值差距非常小，误差小于０．０５％．

表１　固有频率的区间上下界

Ｔａｂｌｅ　１　Ｕｐｐｅｒ　ａｎｄ　ｌｏｗｅｒ　ｂｏｕｎｄｓ　ｏｆ　ｔｈｅ

ｎａｔｕｒｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ｈｚ

ｋ　 ｆｃｉ ｆｐｉ ｆｐｉ ｆａｉ ｆａｉ

１　 ９３．６５６　 ８９．６１６　 ９７．６９５　 ８９．６６７　 ９７．７５１

２　 ９９．６１４　 ９５．３７２　 １０３．８５７　 ９５．４２９　 １０３．９１８

３　２５１．０８５　２４２．７８５　２５９．３８４　２４２．８３４　２５９．４４９

４　２５１．１９１　２４２．９６７　２５９．４１５　２４３．０２７　２５９．４９２

５　５８１．９４８　５６６．７５１　５９７．１４４　５６７．００４　５９７．４２３

６　６４４．８３６　６２７．４０１　６６２．２７１　６２７．７５２　６６２．６５３

图５　转子系统前三阶振型图

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｒｓｔ　ｔｈｒｅｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅ　ｓｈａｐｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｏｔｏｒ

图６中列出了利用本文方法求得的固有频率
的区间随着β的变化曲线与真实值曲线之间的对
比，从图中可以看出，当β小于０．０５时，计算得到
的固有频率区间基本与真实值一致，随着β由

０．０５升至０．２，误差逐渐增大，但最多不超过

０．８％．

图６　随β变化的固有频率曲线与真实值曲线对比

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｅｇｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ

ｔｈｅ　ｎａｔｕｒａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｙｉｅｌｄｅｄ　ｂｙ
ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄ　ａｃｔｕａｌ　ｏｎｅｓ

３．２　某涡扇发动机临界转速对特征参数
灵敏度分析　

　　某小型涡扇发动机结构如图７所示，该发动
机由３个套齿联轴器将风扇盘、风扇轴、压气机转
子和涡轮转子串联连接，发动机有４个支承轴承．
根据参考文献［１１－１２］，套齿连接结构等效刚

度系数可以定义为

εｅ＝Ｋｃ／Ｋ （３２）

其中Ｋｃ为套齿连接结构的真实刚度，Ｋ 为等效
轴段的刚度．
本文进行动力特性区间分析中三个套齿连接

结构ＳＪ－１，ＳＪ－２，ＳＪ－３的等效刚度系数εｅ１，εｅ２ 以及

εｅ３ 的区间均为［０．６，０．８］．１，２，３号轴承支承刚度
为１×１０８　Ｎ／ｍ，由于４号支承位置靠近涡轮，受
不确定性温度的影响，其支承刚度Ｋｓ４ 取［０．８×
１０８，１．０×１０８］Ｎ／ｍ．
图８给出了运用摄动法进行动力特性区间计

算得到的转子系统坎贝尔图，相应的各阶模态振

９７
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图７　涡扇发动机结构简图

Ｆｉｇ．７　Ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图８　转子系统坎贝尔图

Ｆｉｇ．８　Ｃａｍｐｂｅｌｌ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｒｏｔｏｒ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图９　转子系统前两阶模态振型

Ｆｉｇ．９　Ｆｉｒｓｔ　ｔｗｏ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｓ　ｏｆ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｒｏｔｏｒ

型如图９所示．从图９中可以看出，转子系统一阶
模态为涡轮转子局部振动，二阶模态为风扇转子局
部振动．计算得到的临界转速的区间如表２所示．

表２　临界转速区间分布

Ｔａｂｌｅ　２　Ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｓｐｅｅｄｓ

模态
临界转速

区间／（ｒ／ｍｉｎ）
确定性临界

转速／（ｒ／ｍｉｎ）

ｗｃｒ１ ［１６　４００，１７　８３５］ １７　１１８

ｗｃｒ２ ［４２　９１５，４４　５７５］ ４３　７４５

从表２中可以看出，相对于确定性分析方法
得到的临界转速（均值），使用区间方法分析得到
的临界转速为一个转速区间范围．当缺少样本和
统计数据时，使用区间方法进行发动机动力特性
分析是较为准确的，是十分必要的．

为了比较各不确定性参数对转子系统动力特

性的影响，根据文献［１３］，结构的相对灵敏度可以
定义为

ｒｉ＝ΔｕｉΔｂｉ
（３３）

ｋｉ＝ｒｉｂｉ （３４）

其中ｒｉ和ｋｉ分别为绝对灵敏度和相对灵敏度，ｕｉ
和ｂｉ分别为目标函数和设计变量．
计算得到转子系统前两阶临界转速ｗｃｒ１和

ｗｃｒ２对３个套齿连接结构ＳＪ－１，ＳＪ－２，ＳＪ－３的等效
刚度系数εｅ１，εｅ２，εｅ３以及４支点支承刚度Ｋｓ４的相
对灵敏度ｋ１，ｋ２ 如表３所示．从表中可以看出，对
转子系统一阶临界转速影响最大的参数为４支点
支承刚度，其次为３号套齿等效刚度，而１，２号套
齿等效刚度基本无影响．从图９中也可以看出，这
是由于一阶模态振型为涡轮转子局部振动所致．
同理，由于二阶模态为风扇转子局部振动，对其影
响最大的参数为２号套齿等效刚度，其次为１号
套齿等效刚度，而３号套齿等效刚度和４支点支
承刚度基本无影响．

表３　一、二阶临界转速对各参数灵敏度

Ｔａｂｌｅ　３　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ　ｏｆ　１ｓｔ　ａｎｄ　２ｎｄ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｓｐｅｅｄｓ

参数 εｅ１ εｅ２ εｅ３ Ｋｓ４

ｋ１ ０．１５　 ０．９　 １７０．１　 ６　８００

ｋ２ ２１９　 ３　２１７．８　 ０．２　 ３

４　结　论

当转子结构参数在一定范围内变化时，转子
固有频率也必然在一定的范围内变化．这样确定
转子各阶固有频率所在的区域便有着重要的工程

意义和理论意义．区间数学为确定转子系统固有
频率区域提供了有效的理论和方法．将区间数学
和摄动理论相结合，提出了一种近似求解转子固
有频率区域的区间摄动法．应用该方法，不需要知
道不确定量的概率分布特征，符合转子系统动力
特性计算的工程要求，只要结构参数的不确定量

０８
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比较小，通过区间摄动法，可以计算出满足工程要
求的转子临界转速所在区域．
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