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基于Φ函数的等熵膨胀过程数学模型
郑海飞，唐　豪
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摘　　　要：为了解决航空发动机总体性能计算中，主要的等熵膨胀过程数学模型中存在理想状态值的计

算，使计算结果与实际值相比产生一定误差的问题．从过程效率定义式入手，推导出基于Φ函数的等熵膨胀

过程数学模型．与基于熵的等熵膨胀过程数学模型以及带理想状态值计算的等熵膨胀过程数学模型的计算

结果进行比较与分析之后，得出结论是：①基于Φ函数的等熵膨胀过程数学模型的应用可使计算精度得到提

高；②基于Φ函数的等熵膨胀过程数学模型的应用较为简便，可以提高编程效率和计算效率．
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Φｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　航空发动机的工作过程是一个非常复杂的气
动热力过程，用于描述这个复杂过程的发动机性

能计算数学模型是发动机仿真技术的重要组成部

分［１］．涡轮是航空发动机的重要部件，其工作过
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程在理想情况下是等熵膨胀过程．国外在航空发
动机涡轮等熵膨胀过程数学模型方面进行了大量

的研究，到本世纪初期等熵膨胀过程数学模型运
用的是适用于可逆过程的计算公式［２－５］；２００４年

Ｃｈｅｎ　Ｇ等人［６］采用气体组分分析方法计算气体
性质（比热容、焓、熵等），并在等熵过程中采用能
量守恒方程（热焓形式的能量方程）．同年，Ｃｈｉｕ
Ｙ　Ｍ博士在其学位论文［７］中从涡轮效率定义式
入手，建立了基于熵的等熵膨胀过程数学模型．
２００６年Ｌｉｅｗ　Ｋ　Ｈ［８］从发动机部件的压比和温比

入手，并利用热焓形式的能量平衡方程，建立等熵
膨胀过程数学模型．
在国内，大部分文献中的等熵膨胀过程数学

模型都是以热焓形式的能量平衡方程为基础，例
如文献［９－１６］．文献［１４－１６］中的等熵膨胀过程数
学模型中存在理想状态值（理想总温和理想焓值，
即过程中流动损失为零时的过程状态参数总温值

和焓值［１４－１５，１７］）的计算．理想值的介入会对计算结
果与实际值相比，产生一定误差．另外，所使用的
气体性质经验公式同样存在误差，从而导致误差
积累．
本文从过程效率的定义式入手，推导出基于

Φ函数的等熵膨胀过程数学模型，与文献［７］中的
基于熵的等熵膨胀过程数学模型以及文献［１４－
１６］中的数学模型进行比较与分析，并且在计算
中利用了较为精准的气体性质经验公式［１８］．经研
究表明：应用本文提出的数学模型后，计算结果比
文献中的更加精确，而且具有较好的应用性和普
适性．

１　等熵膨胀过程数学模型推导

从过程效率的定义式入手，推导出基于Φ函
数的数学模型．推导过程如下：
根据膨胀过程效率的定义式

η＝
ｄｈａｃｔｕａｌ
ｄｈｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ

（１）

式中η为涡轮绝热效率，得

η＝
ｃｐ·ｄＴａｃｔｕａｌ
ｃｐ·ｄＴｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ

（２）

式中ｃｐ 为比定压热容．
再根据Ｇｉｂｂｓ方程

ｄｓ＝ｄｈＴ －Ｒｇ
·ｄｐ
ｐ ＝

ｃｐｄＴＴ －Ｒｇ·ｄｐｐ
（３）

式中Ｒｇ为气体常数．

则等熵过程有

ｃｐ
ｄＴｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ
Ｔ ＝Ｒｇ·ｄｐｐ

（４）

　　将式（４）带入式（２）得

ｃｐ
ｄＴａｃｔｕａｌ
Ｔ ＝Ｒｇ·ｄｐｐ

·η （５）

　　对式（５）两边积分得

Φｏｕｔ＝Φｉｎ＋Ｒｇ·ｌｎπ·η （６）

　　根据文献［１４］中的定义可知式中Φ 即为Φ
函数．式（６）即为基于Φ函数的等熵膨胀过程数
学模型．

２　数学模型的比较

目前，在国内外的研究中，涡轮内等熵膨胀过
程的数学模型均以能量平衡方程为基础．图１中
列出了目前主要的数学模型，其中包括本文提出
的基于Φ函数的等熵膨胀过程数学模型（下文均
称为模型Ⅲ）．

图１　目前的３种等熵膨胀过程数学模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｒｅｅ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ

ｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃ　ｅｘｐａｎｓｉｏｎ　ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ

带理想状态值计算的等熵膨胀过程数学模型

（下文均称为模型Ⅰ）的建模思想是：①计算出等
熵膨胀过程终态总温实际值（在等熵膨胀过程中，
过程终态总温值可由压气机所需要功计算得出），
再利用热焓关系式计算出过程终态总温理想值；

②根据理想状态下的过程终态总温值和Φ函数
关系式计算涡轮落压比．
如图１所示，基于熵的等熵膨胀过程数学模

型（下文均称为模型Ⅱ）中的Ｓ即为涡轮进出口
熵值．文献［７］同样是从涡轮效率定义式入手，在
数学模型推导过程中引入了等熵膨胀过程中熵产

的分析与处理，具体推导过程详见文献［７］．

６３０２
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与模型Ⅰ相比，模型Ⅱ仅利用过程初始状态
参数熵值和已知的过程终态总温实际值便可计算

出涡轮落压比．模型Ⅲ与模型Ⅰ相比，没有再利用
焓关系式进行计算，仅利用Φ函数和已知的过程
终态总温实际值计算涡轮落压比．
比较模型Ⅲ与模型Ⅱ的相同之处是模型中都

只有一个计算公式．不同的是，模型Ⅱ以熵为基础
进行计算，而模型Ⅲ则是基于Φ 函数的数学模
型．经研究发现，模型Ⅱ可以经过进一步的推导，
最终得到模型Ⅲ的数学形式．其数学推导过程如
下所示．
对模型Ⅱ做如下变形：

Ｓｏｕｔ－Ｓｉｎ＋Ｒｇ·ｌｎｐｏｕｔｐｉｎ ＝
Ｒｇ·ｌｎｐｏｕｔｐｉｎ

·η

（７）
式中Ｓ为进出口状态参数熵，ｐ为压力．
选择基准状态ｐ０＝１０１３２５Ｐａ，Ｔ０＝０Ｋ，规定

这时 ｛ｓ００Ｋ｝＝０．上标“０”表示压力为标准大气压

１０１　３２５Ｐａ．任意状态 （Ｔ，ｐ）时的Ｓ值为［１９］

Ｓ＝ｓ００Ｋ＋∫
Ｔ

Ｔ０
ｃｐｄＴＴ －Ｒｇ·ｌｎｐｐ０

（８）

　　根据式（８），选择 （Ｔ０，ｐ０）为基准状态，则有

Ｓｏｕｔ＝∫
Ｔｏｕｔ

Ｔ０
ｃｐｄＴＴ －Ｒｇ·ｌｎｐｏｕｔｐ０

Ｓｉｎ＝∫
Ｔｉｎ

Ｔ０
ｃｐｄＴＴ －Ｒｇ·ｌｎｐｉｎｐ

烅

烄

烆 ０

（９）

　　将式（９）带入式（７）整理得

∫
Ｔｏｕｔ

Ｔ０
ｃｐｄＴＴ －∫

Ｔｉｎ

Ｔ０
ｃｐｄＴＴ ＝Ｒｇ·ｌｎｐｏｕｔｐｉｎ

·η

（１０）

　　再对式（１０）整理得

Φｏｕｔ－Φ０－（Φｉｎ－Φ０）＝Ｒｇ·ｌｎｐｏｕｔｐｉｎ
·η

（１１）

　　最终可推出模型Ⅲ的数学形式

Φｏｕｔ＝Φｉｎ＋Ｒｇ·ｌｎ（π）·η
　　从数学角度上讲，模型Ⅱ与模型Ⅲ是等价的．
但是，从工程角度上看，模型Ⅱ中应用的是熵值，
而模型Ⅲ中利用了Φ函数．在工程中，Φ 函数的
应用要比熵的应用容易的多，因为大部分经验公
式都是以Φ函数为基础．

３　算例涡轮
３．１　ＷＰ６涡轮部件［２０－２１］

　　ＷＰ６是比较传统的涡喷发动机，其涡轮部件
为两级，除一级导叶气冷外，其余三排叶片均无冷

却措施．据已有的资料，ＷＰ６涡轮部件设计状态
下的参数如表１所示．

表１　ＷＰ６和ＮＧＴＥ－Ｓ涡轮部件参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｕｒｂｉｎｅ　ｏｆ　ＷＰ６ａｎｄ　ＮＧＴＥ－Ｓ

设计参数 ＷＰ６ ＮＧＴＥ－Ｓ

进口总压／Ｐａ　 ６９０　０００　 １８７　５３７

进口静压／Ｐａ　 ６６３　０００

进口总温／Ｋ　 １　１４３　 ３６０

进口静温／Ｋ　 １　１３３．２　 ３５５

温降／Ｋ　 ４３

流量／（ｋｇ／ｓ） ４３．３　 ５．２０７

转速／（ｒ／ｍｉｎ） １１　１５０

功率／ｋＷ　 １２　２９２．３６　 ２３１．９１３

效率 ０．８８　 ０．９

膨胀比 ３．０７６　 １．６５

３．２　ＮＧＴＥ－Ｓ轻负荷单级涡轮［２２－２３］

ＮＧＴＥ－Ｓ是 英 国 国 家 燃 气 涡 轮 研 究 院
（ＮＧＴＥ）设计和试验的一种轻负荷单级涡轮．该
涡轮的主要设计参数都基于“确保合理的高水平
效率量级”设计的．其设计状态下的参数如表

１所示．

３．３　无导叶对转涡轮［２４］

表２是文献［２４］提供的轴流超跨声低压无导
叶对转涡轮实验件原始设计参数．

表２　对转涡轮设计参数

Ｔａｂｌｅ　２　Ｄｅｓｉｇｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｃｏｎｔｒａ－ｒｏｔａｔｉｎｇ　ｔｕｒｂｉｎｅ

设计参数
对转涡轮

（高压）
对转涡轮

（低压）

进口总压／Ｐａ　 ５６８　０００　 ２０８　０００

进口静压／Ｐａ

进口总温／Ｋ　 ４７０　 ３７０．６

进口静温／Ｋ　 ４６４　 ３６５．２

流量／（ｋｇ／ｓ） ３．１１　 ３．１１

转速／（ｒ／ｍｉｎ） ２５　０００　 ２２　０００

功率／ｋＷ　 ３１２　 １４５

效率 ０．８４９　 ０．８５８

膨胀比 ２．７３８　 １．７０８

７３０２
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４　计算结果比较与误差分析

本文以Ｃ＋＋为平台，利用面向对象的技术
手段，编写出一套针对模型Ⅲ的等熵膨胀过程的
计算程序，在程序中利用了文献［１８］中提供的气
体性质经验公式，包括定压比热容经验公式、焓值
经验公式和Φ函数经验公式等，其均已温度和油
气比的函数形式给出．
表１、表２中给出了各涡轮部件的设计参数，

包括进口压力温度、流量、效率和膨胀比等．在程
序计算时以膨胀比为计算目标，因为进口参数和
效率均为已知量．这也符合发动机总体性能计算
的要求，因为要通过膨胀比来计算出涡轮出口的
压力值．表３中列出了上文中算例涡轮的膨胀比
实验值，以及模型Ⅰ、模型Ⅱ和模型Ⅲ的计算值．
模型Ⅰ和模型Ⅱ的计算值也是由程序计算得出．

表３　涡轮膨胀比的计算结果

Ｔａｂｌｅ　３　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｕｒｂｉｎｅ　ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｒａｔｉｏ

算例涡轮
膨胀比

实验值 模型Ⅰ 模型Ⅱ 模型Ⅲ

ＷＰ６　 ３．０７６　 ３．１１２　 ３．０４４　 ３．０４９

ＮＧＴＥ－Ｓ　 １．６５　 １．６８４　 １．６６３　 １．６７８

对转涡轮（高压） ２．７３８　 ２．７７７　 ２．６５９　 ２．７１１

对转涡轮（低压） １．７０８　 １．７３７　 １．７２１　 １．７２６

如表３中所示，模型Ⅰ、模型Ⅱ和模型Ⅲ的计
算结果与实验值都存在一定的误差，这是因为物
理模型的数值模拟要对实际情况进行数学简化，
简化的过程中就会或多或少的产生与实际情况的

偏差，从而导致误差的产生．
图２是实验结果与模型Ⅰ、模型Ⅱ和模型Ⅲ

的计算结果的柱状图，这样能更好地反映出计算

图２　涡轮膨胀比的计算结果

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｕｒｂｉｎｅ　ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｒａｔｉｏ

值与计算值之间，计算值与实验值之间的关系．
从柱状图２中可得出两点结论：一是模型Ⅰ、

模型Ⅱ和模型Ⅲ的计算值与实验值之间存在误
差，但是误差都很小，在工程应用范围之内；二是
模型Ⅲ的计算值与模型Ⅰ和模型Ⅱ的计算值相比
是很接近的，这说明模型Ⅲ的精度是满足要求的，
因为模型Ⅰ和模型Ⅱ在实际中已经得到了应用．
为进一步说明模型Ⅲ的精度，就要对模型的

计算值做误差分析．表４中列出了模型Ⅰ、模型Ⅱ
和模型Ⅲ针对４种算例涡轮的计算误差值，其误
差值以绝对值的形式给出．

表４　计算值与实际值的误差（单位：％）

Ｔａｂｌｅ　４　Ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｖａｌｕｅ　ａｎｄ

ｔｈｅ　ａｃｔｕａｌ　ｖａｌｕｅ（ｕｎｉｔ：％）

算例涡轮
计算误差（绝对值）

模型Ⅰ 模型Ⅱ 模型Ⅲ

ＷＰ６　 １．１７０　 １．０４０　 ０．８７８

ＮＧＴＥ－Ｓ　 ２．０６１　 ０．７８８　 １．６９８

对转涡轮（高压） １．４２４　 ２．８８５　 ０．９８６

对转涡轮（低压） １．６９８　 ０．７６１　 １．０５４

从表４中不难看出模型Ⅲ的精度要大于模型

Ⅰ、模型Ⅱ的精度，这说明模型Ⅲ在计算精度上具
有一定的优越性．图３的误差折线图反应出了模
型Ⅰ、模型Ⅱ和模型Ⅲ计算误差的分布．

图３　计算值与实际值的误差

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｖａｌｕｅ　ａｎｄ

ｔｈｅ　ａｃｔｕａｌ　ｖａｌｕｅ

在折线图中，模型Ⅰ和模型Ⅲ的误差曲线呈
现出平缓走势．这说明针对不同的算例涡轮，模型

Ⅰ和模型Ⅲ的计算误差波动很小，计算结果精确
可靠．而模型Ⅱ的计算误差波动就略显大了些，模
型Ⅱ的普适性要差于模型Ⅰ和模型Ⅲ．
另外，比较模型Ⅰ和模型Ⅲ的误差曲线可发

８３０２
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现，模型Ⅲ的误差曲线在模型Ⅰ的误差曲线的下
方，说明模型Ⅲ的精度要更好．虽然模型Ⅰ的精度
已经可以满足工程要求，但是模型Ⅲ中只有一个
方程，而模型Ⅰ中有两个方程，这就使体现出了模
型Ⅲ在数值模拟编程计算时的优越性．
比较模型Ⅲ和模型Ⅱ可得出，模型Ⅱ的计算

精度也可满足工程中的使用要求，且模型Ⅱ中也
只有一个方程，那么模型Ⅲ的优势就体现在它的
应用性上．从文献［７］中得知，在程序中应用模型

Ⅱ时，运用了气体组分分析方法计算气体性质，从
而计算出气体的熵值，这使得模型的应用性大为
降低，因为气体成分比较复杂，导致气体组分分析
方法较为繁琐．然而，模型Ⅲ在应用时仅使用Φ
函数的经验公式即可，而且大量文献都对Φ函数
的经验公式进行了研究，所以模型Ⅲ具有更强的
应用性．

５　分析与结论

通过上述分析可以得出如下结论：

１）模型Ⅲ的计算精度优于其他模型．模型Ⅲ
与模型Ⅰ相比，模型Ⅲ中不含有理想状态值的计
算，因为理想状态的处理隐含在了模型Ⅲ的推导
过程中，这就减少一次误差的积累，毕竟理想状态
并非“理想状态”．另外，模型Ⅲ的数学形式中省略
了热焓关系式的应用．因为气体性质焓值经验公
式也是一种经验近似，所以省略之后会减少误差
的积累．
２）模型Ⅲ具有较好的应用性．模型Ⅲ是基于

Φ函数经验公式的，而模型Ⅱ是基于熵值的，前者
的应用较为简便，可以大大提高编程效率和计算
效率．后者的熵值的计算在工程研究就较为少见，
通过气体组分分析方法计算熵值又是比较繁琐

的，同样也使得程序编程效率降低．
３）模型Ⅲ具有较好的普适性．经过模型Ⅲ和
模型Ⅱ的计算误差比较，模型Ⅲ的误差曲线呈平
缓分布，而模型Ⅱ的计算误差波动较大．
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