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熊蜂机动飞行动稳定性

朱　丹１，２，胡明朗２，王　强２

（１．陆军航空兵学院 指挥系，北京１０１１２３；

２．空军工程大学 工程学院，西安７１００３８）

摘　　　要：针对目前飞行昆虫的动力学特性分析仅限于定常飞行，采用分叉分析方法研究了熊蜂的机动稳

定性．分别以俯仰角速度和偏航角速度作为参变量，计算急停过程和急旋变向过程中各平衡点的稳定性并判

断其稳定范围，分析熊蜂在不同前飞速度时的全局稳定性．结果表明：熊蜂在前飞速度为０时进行急旋变向是

全局稳定的，偏航角速度为１４．２３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２３．８ｒａｄ／ｓ具有唯一的稳定焦点，在前飞速度为２．５ｍ／ｓ和４．５

ｍ／ｓ时进行急旋变向是不稳定的，这解释了飞行昆虫为何在急旋变向前降低飞行速度．熊蜂在不同速度处的

急停都不是全局稳定的，会进入不稳定的大幅振荡，但发散之前具有一个约为３０个扑动周期的过渡间隙，因

此熊蜂由足够的调整时间．
关　键　词：飞行昆虫；动稳定性；分叉分析法；平衡图；机动飞行

中图分类号：Ｖ２４９．１　　　　　文献标志码：Ａ

收稿日期：２０１１－０３－０５；修订日期：２０１１－１０－１８
基金项目：空军工程大学工程学院优秀博士学位论文创新基金（ＢＣ０８００３）；航空科学基金（２００８０８９６００９）

作者简介：朱丹（１９８１－），男，安徽桐城人，讲师，博士，主要从事装备系统工程学方面的研究．

Ｄｙｎａｍｉｃ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｍａｎｅｕｖｅｒ　ｆｌｉｇｈｔ　ｏｆ　ｂｕｍｂｌｅｂｅｅ

ＺＨＵ　Ｄａｎ１，２，ＨＵ　Ｍｉｎｇ－ｌａｎｇ２，ＷＡＮＧ　Ｑｉａｎｇ２

（１．Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｃｏｍｍａｎｄｉｎｇ，Ａｒｍｙ　Ａｖｉａｔｉｏｎ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１０１１２３，Ｃｈｉｎａ；

２．Ｔｈｅ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ，Ａｉｒ　Ｆｏｒｃｅ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉａｎ　７１００３８，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ａｌｌｕｓｉｏｎ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｆａｃｔ　ｔｈａｔ　ｃｕｒｒｅｎｔ　ｆｌｉｇｈｔ　ｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｉｎｓｅｃｔ　ｉｓ　ｌｉｍｉｔｅｄ
ｔｏ　ｓｔｅａｄｙ　ｆｌｉｇｈｔ，ｔｈｅ　ｍａｎｅｕｖｅｒ　ｆｌｉｇｈｔ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｂｕｍｂｌｅｂｅｅ　ｉｓ　ａｎａｌｙｚｅｄ　ｗｉｔｈ　ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ａｎａｌ－
ｙｓｉｓ．Ｔｈｅ　ｃｏｕｐｌｉｎｇ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｓａｃｃａｄｅ　ａｎｄ　ｔｕｒｎｉｎｇ　ｉｎ　ｍａｎｅｕｖｅｒ　ｆｌｉｇｈｔ　ｉｓ　ｓｔｕｄｉｅｄ　ｂｙ　ａｎａｌｙｚｉｎｇ
ｔｈｅ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｆｉｅｌｄ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｐｏｉｎｔ．Ｔｈｅｎ　ｇｅｔ　ｔｈｅ　ｇｌｏｂａｌ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ
ｓａｃｃａｄｅ　ａｎｄ　ｔｕｒｎｉｎｇ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｆｏｒｗａｒｄ　ｓｐｅｅｄ．Ａｓ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｈａｖｅ　ｐｕｔ　ｉｔ，ｔｕｒｎｉｎｇ　ａｔ　ｈｏｖｅ－
ｒｉｎｇ　ｉｓ　ｇｌｏｂａｌ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ａｎｄ　ｅｘｉｓｔｉｎｇ　ｏｎｌｙ　ａｎｄ　ｏｎｅ　ｓｔａｂｌｅ　ｆｏｃｕｓ　ｗｈｅｎ　１４．２３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２３．８
ｒａｄ／ｓ；ｔｕｒｎｉｎｇ　ａｔ　ｆｌｙｉｎｇ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ａｒｅ　２．５ｍ／ｓ　ａｎｄ　４．５ｍ／ｓ　ｉｓ　ｕｎｓｔａｂｌｅ，ｗｈｉｃｈ　ｅｘｐｌａｉｎｓ　ｗｈｙ
ｔｈｅ　ｉｎｓｅｃｔｓ　ａｒｅ　ｔｏ　ｒｅｄｕｃｅ　ｓｐｅｅｄ　ｂｅｆｏｒｅ　ｔｕｒｎｉｎｇ；ｔｈｅ　ｂｕｍｂｌｅｂｅｅ　ｓａｃｃａｄｅ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｆｏｒｗａｒｄ
ｓｐｅｅｄ　ａｒｅ　ｕｎｓｔａｂｌｅ　ａｎｄ　ｅｎｔｅｒ　ｓｈａｒｐｌｙ　ｕｎｓｔａｂｌｅ　ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｔｉｍｅ　ｏｆ　３０ｆｌａｐｐｉｎｇ　ｐｅｒｉｏｄ，ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｅｎｏｕｇｈ　ｆｏｒ　ｂｕｍｂｌｅｂｅｅ　ｔｏ　ａｄｊｕｓｔ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｆｌｉｇｈｔ　ｉｎｓｅｃｔ；ｄｙｎａｍｉｃ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ；ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｍｅｔｈｏｄ；

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｄｉａｇｒａｍ；ｍａｎｅｕｖｅｒ　ｆｌｉｇｈｔ

　　近几年由于研究微型机械飞行昆虫的需要，
人们开始关注飞行昆虫的稳定性问题［１－３］．现有研
究仅限于飞行昆虫的定常飞行，但飞行昆虫具有

定常飞行和机动飞行两种基本状态．飞行昆虫机
动过程中角速度高达３０００°／ｓ［４］，由于旋转轴不在
惯性主轴上，不可避免存在气动耦合和惯性耦合，
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必然引发一些特殊的非线性运动现象；而飞行昆
虫仅需用２～３个扑动周期就会倾覆，调节时间极
其有限，其机动飞行控制更依赖于本体的动力学
特性．因此，研究飞行昆虫机动过程中的动力学特
性对机械飞行昆虫的控制问题十分重要．
飞行昆虫最基本的机动方式为急停变向：首

先降低飞行速度（称为急停），再垂直速度矢量快
速旋转改变飞行方向（称为急旋变向）．本文采用
分叉分析方法［５－６］，计算机动过程中状态参数变化
时系统的所有平衡点及其局部稳定性，揭示飞行
昆虫急停和急旋变向时由于气动与惯性耦合所造

成的非线性动稳定性问题．

１　方法

１．１　形态学数据

本文选用熊蜂作为机动飞行动稳定性分析的

研究对象，因为它具有比较完备的形态学数据、运
动学数据和气动数据［７－８］．
熊蜂的形态学参数如下［７－８］：质量ｍ 为１７５

ｍｇ；翅长Ｒ为１３．２ｍｍ；ｒ２＝０．５５Ｒ；单翅面积Ｓ
为５３ｍｍ２；身体倾角χ０ 为５７．５°；身体长度ｌｂ 为

１．４１Ｒ；翅根与质心之间的距离^ｌ１为０．２１ｌｂ ．部分
形态学参数如图１（ａ）所示．

图１　参数和坐标系定义

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｎｄ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

图１（ｂ）为文中所用坐标系．其中Ｏｓｘｓ 位于
平均扑动平面内；Ｏ 取昆虫的质心，轴Ｏ　ｘ 与
Ｏｓｘｓ平行，而轴Ｏ　ｘ′为身体的纵轴．在此基础
上，可采用右手原则分别建立体轴系Ｓｂ－Ｏｘｙｚ
和Ｓ′ｂ－Ｏｘ′ｙ′ｚ′．
目前尚未测得熊蜂的转动惯量．果蝇和熊蜂

等昆虫具有相同的尺度律，基于尺度律，利用果蝇
完备的转动惯量测算数据，就可估算熊蜂的转动
惯量．结果如下［９］：熊蜂在体轴系Ｓ′ｂ 上熊蜂惯性
矩为Ｉｘ＝１．５２×１０－９　ｋｇ·ｍ２，Ｉｙ＝２．１６×１０－９

ｋｇ·ｍ２ 和Ｉｚ＝１．０７×１０－９　ｋｇ·ｍ２；惯性积Ｉｘｚ＝

－８．０×１０－１０　ｋｇ·ｍ２．

１．２　运动方程

昆虫的高频扑动会减弱气动力的脉动效应，
当频率增大到一定程度，翼翅气动力从宏观上近
似是恒定的．拍动产生的气动力可用拍动周期内
的平均力代替，称为平均近似［３］．同时，昆虫的翅
膀质量ｍｗ 远远小于身体的质量ｍ，例如熊蜂的

ｍｗ＝０．００５ｍ．翅膀的惯性力与身体的惯性力相
比小两个数量级，可忽略［９］，从而将昆虫视为具有

６个自由度的刚体，称为刚体近似．
熊蜂的运动模型可表示为刚体的６自由度

１２阶全量方程［１０］．

１．３　气动导数

本文采用改进准定常气动估算方法进行配平

和气动导数与控制导数的计算．改进准定常气动
估算方法是一个经验修正模型，对飞行昆虫不同
前飞速度的平均气动力具有极高的近似精度．将
熊蜂在熊蜂的典型飞行状态（前飞速度ｖ０＝０，１，

２．５，４．５ｍ／ｓ［９］）处配平后，改变其中某一个状态
变量，计算其变化时的气动力和力矩，进而计算出
气动导数．
计算过程中所采用的状态量取值范围为－２＜

δｐ，δｑ，δｒ＜２（ｒａｄ／ｓ），－０．１＜δｕ，δｖ，δｗ＜０．１
（ｍ／ｓ）．结果表明高阶气动导数（δ（·）２或者δ（·）３

等）比δ（·）小一到两个数量级，可忽略．因此气动
力和力矩随扰动量δｕ，δｖ，δｗ，δｐ，δｑ，δｒ近似线
性变化，气动力和力矩可以表示为状态变量扰动
量的线性函数．最终计算得悬停、低速（１ｍ／ｓ）、中
速（２．５ｍ／ｓ）和高速（４．５ｍ／ｓ）飞行气动导数如表

１所示．
上述计算结果与数值模拟结果相比，具有相

同的模态结构［９］．本文基于改进准定常气动估算
方法所建立的运动模型具有一定的误差，但能反
映其本质特征，基于该模型的分析结果是可信的．

１．４　分析方法

大机动情况下，飞行昆虫的数学模型是一个
高维的、复杂的非线性系统，不能用解析的方法进
行全面、系统的分析．本文借助分叉分析方法，预
测和分析这些非线性现象，揭示飞行昆虫的全局
飞行动力学特性．
飞行昆虫急停变向机动过程具有较大的偏转

和俯仰角速度［１１－１２］，并且旋转轴不在飞行昆虫的
惯性主轴上，惯性和气动耦合问题不可避免．本节
以偏航角速度作为参变量，分析急旋变向中的惯

０３１
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表１　气动导数

Ｔａｂｌｅ　１　Ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ

气动导数
速度／（ｍ／ｓ）

０　 １　 ２．５　 ４．５

Ｘｕ／１０－４ －５．１ －４．８ －４．５ －５．８

Ｚｕ／１０－４ －０．７ －１．９ －３．１ －３．６３

Ｍｕ／１０－６　 １．８８　 １．４７　 １．１１　 ２．０

Ｙｖ／１０－５　 １．０７　 １．０２　 ４．３８　 ８．３４

Ｌｖ／１０－６ －１．９ －３．１ －２．２７ －０．５６

Ｎｖ／１０－７ －１．４ －１．４６ －１．４９ －１．５８

Ｘｗ／１０－５ －１．１ －２．７ －６．８ －１４．８

Ｚｗ／１０－４ －３．７６ －４．８４ －５．９ －６．５

Ｍｗ／１０－７ －０．９７ －４．８ －８．２ －３．４５

Ｙｐ／１０－７　 ２．６　 １．２　 １．７７　 ４．８

Ｌｐ／１０－８ －４．７ －４．９ －５．６ －６．１

Ｎｐ／１０－９ －４．２ －２．５　 ２．５　 １１．２

Ｘｑ／１０－７　 ７．２　 ５．７５　 ４．８　 ６．８８

Ｚｑ／１０－７ －２．４ －８．５ －１４ －９．４

Ｍｑ／１０－８ －１．７９ －２．４５ －３．６７ －２．１１

Ｙｒ／１０－６　 ０．２９　 ０．９５５　 ２．５　 ４．３６

Ｌｒ／１０－８　 ０．４９５　 １．１　 ２．４８　 ３．９４

Ｎｒ／１０－８ －３．７ －３．６ －３．８ －５．２３

性和气动耦合问题；以俯仰角速度作为参变量，分
析急停过程中的气动耦合问题．
飞行昆虫快速改变航向时，问题的关键是考

虑飞行昆虫垂直速度矢量旋转时的力矩平衡，可
忽略去飞行轨迹的弯曲对相对运动产生的影响．
所采用的８运动方程组为［１０］

ｕ＝－ｗｑ＋ｖｒ＋Ｘ／ｍ－ｇｓｉｎθ
ｖ＝－ｕｒ＋ｗｐ＋Ｙ／ｍ＋ｇｃｏｓθｓｉｎ
ｗ＝－ｖｐ＋ｕｑ＋Ｚ／ｍ＋ｇｃｏｓθｃｏｓ

ｐ＝Ｉｚ
［Ｌ＋ｑｒ（Ｉｙ－Ｉｚ）＋ｐｑＩｚｘ］＋Ｉｚｘ［Ｎ＋ｐｑ（Ｉｘ－Ｉｙ）－ｑｒＩｚｘ］

ＩｘＩｚ－Ｉ２ｚｘ

ｑ＝Ｍ＋ｐｒ
（Ｉｚ－Ｉｘ）＋（ｒ２－ｐ２）Ｉｚｘ

Ｉｙ

ｒ＝Ｉｘ
［Ｎ＋ｐｑ（Ｉｘ－Ｉｙ）－ｑｒＩｚｘ］－Ｉｚｘ［Ｌ＋ｑｒ（Ｉｙ－Ｉｚ）＋ｐｑＩｚｘ］

ＩｘＩｚ－Ｉ２ｚｘ

θ
·
＝ｑｃｏｓ－ｒｓｉｎ

＝ｐ＋（ｒｃｏｓ＋ｑｓｉｎ）ｔｇθ （１）
式中ｍ为昆虫质量；ｕ，ｖ，ｗ 为飞行昆虫在体轴系
上速度分量；ｐ，ｑ，ｒ为飞行昆虫在体轴系上角速
度分量；，θ为横滚角和俯仰角；Ｘ，Ｙ，Ｚ为作用
在虫身上的外力；Ｌ，Ｍ，Ｎ 为作用在虫身上的外
力矩．

２　机动飞行稳定性

２．１　急旋变向惯性及气动耦合

以偏航角速度ｒ作为参变量，用连续算法求
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解方程组（１），得到熊蜂在不同前飞速度的相图和
平衡图．图２、图３和图４分别为前飞速度为０，

２．５ｍ／ｓ和４．５ｍ／ｓ时的ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平衡图，图５
和图６分别为悬停时偏航角速度ｒ为１８．６３ｒａｄ／ｓ
和０．１５ｒａｄ／ｓ的相图．图２～图４中，粗实线为稳
定的平衡解，细线为不稳定的平衡解；Ｓ，Ｌ 和Ｕ
分别表示平衡点处于稳定、单调发散和振荡分散
情况，分别对应平衡点的线性导算子矩阵之特征
根为全实部根、正实根和正实部复根的情况；“”
表示稳定周期解的最大幅值，“”表示不稳定周
期解的最大幅值．

图２　悬停时ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平衡图

Ｆｉｇ．２　Ｈｏｖｅｒｉｎｇ　ｒ－ｐａｎｄ　ｒ－ｑｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｄｉａｇｒａｍ

图２为熊蜂悬停时急旋变向的ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平
衡图．从图２可以看出，在偏航角速度较小的区
域，即区域｜ｒ｜＜１４．２３ｒａｄ／ｓ内不存在ｒ－ｐ耦合发
散和ｒ－ｑ耦合发散，虽然系统的平衡点是不稳定
的，但存在稳定的极限环．
在区域１４．２３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２３．８ｒａｄ／ｓ内，存

在ｒ－ｑ耦合发散和ｒ－ｐ耦合发散，但此时平衡点
是稳定焦点，所有轨线都被其吸引，如图５所示．
因此该区域为稳定发散．
在区域｜ｒ｜＞２３．８ｒａｄ／ｓ内，ｒ－ｑ耦合发散和ｒ－

图３　ｖ０＝２．５ｍ／ｓ时ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平衡图

Ｆｉｇ．３　ｒ－ｐａｎｄ　ｒ－ｑｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ

ｖ０＝２．５ｍ／ｓ

图４　ｖ０＝４．５ｍ／ｓ时ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平衡图

Ｆｉｇ．４　ｒ－ｐａｎｄ　ｒ－ｑｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｄｉａｇｒａｍ

ｏｆ　ｖ０＝４．５ｍ／ｓ

２３１



　第１期 朱　丹等：熊蜂机动飞行动稳定性

图５　偏航角速度为－１８．６３ｒａｄ／ｓ时的相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｍａｐ　ｏｆ　ｒ＝－１８．６３ｒａｄ／ｓ

ｐ耦合发散进一步增强，平衡点为非稳定焦点，但
存在一个吸引所有轨线的稳定极限环，因此该区
域为稳定发散．
偏航角速度｜ｒ｜大于２３．８ｒａｄ／ｓ或者小于１４．２３

ｒａｄ／ｓ时，系统发生ｈｏｐｆ分叉，原来稳定的平衡解
失稳，并分叉出一个周期解来．例如偏航角速度

｜ｒ｜＜１４．２３ｒａｄ／ｓ时，就存在一个稳定周期轨道
和一个不稳定周期轨道．此时，熊蜂的运动要么进
入稳定的极限环，要么发散至无穷，如图６所示．
这意味着｜ｒ｜大于２３．８ｒａｄ／ｓ或者小于１４．２３ｒａｄ／ｓ
时熊蜂会产生滚转摇晃运动．

图６　偏航角速度为０．１５ｒａｄ／ｓ时的相图

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｍａｐ　ｏｆ　ｒ＝０．１５ｒａｄ／ｓ

根据图２、图５可知，悬停时急旋变向的动力
学分叉是超临界ｈｏｐｆ分叉．平衡点为不稳定焦点
的区域，都有一个稳定极限环吸引所有的轨线，零
解除外；其它区域内平衡点是稳定焦点，所有轨线
都被其吸引．因此这是一种安全分叉．
图３为熊蜂前飞速度ｖ０＝２．５ｍ／ｓ时急旋变

向的ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平衡图．从图３可以看出，区域｜ｒ｜
＜７．４３ｒａｄ／ｓ内不存在ｒ－ｑ耦合发散和ｒ－ｐ耦合
发散，系统的平衡点是不稳定的．在区域７．４３
ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜４５．４９ｒａｄ／ｓ内，存在较大的ｒ－ｐ耦

合发散，但ｒ－ｑ耦合发散较小；系统具有两个平衡
点：一个稳定的焦点和一个不稳定的焦点，并且在
区域７．４３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜１５．３７ｒａｄ／ｓ内存在一个
不稳定的极限环，该区域是不稳定发散．在区域｜ｒ
｜＞４５．４９ｒａｄ／ｓ内，系统没有平衡解，只存在一个
振幅很大的稳定极限环，该区域是不稳定发散．因
此，熊蜂以ｖ０＝２．５ｍ／ｓ急旋变向时，虽然在偏航
角速度大于４５．４９ｒａｄ／ｓ时存在稳定极限环，但振
幅很大；在其他区域，要么没有稳定的平衡态，要
么标称稳定焦点受稳定极限环与不稳定焦点的吸

引，微小扰动都会迫使轨线偏离平衡点．
图４为熊蜂前飞速度ｖ０＝４．５ｍ／ｓ时急旋变

向的ｒ－ｐ和ｒ－ｑ平衡图．
从图４可以看出熊蜂高速前飞（ｖ０＝４．５ｍ／ｓ）

时，仅在很小的区域｜ｒ｜＜１．２ｒａｄ／ｓ内不存在ｒ－ｑ
耦合发散和ｒ－ｐ耦合发散．在区域｜ｒ｜＜５．２６ｒａｄ／

ｓ内时，系统不存在稳定的平衡态，而是具有两个
不稳定的极限环，该区域是不稳定发散．在区域

５．２６ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜８．３ｒａｄ／ｓ内时，系统存在一个
稳定的焦点，同时存在一个不稳定的极，该区域是
不稳定发散．在区域８．３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２８．９ｒａｄ／ｓ
内时，系统存在一个振幅很大的稳定极限环，但
同时存在一个不稳定的焦点，该区域是不稳定
发散．在区域｜ｒ｜＞２８．９ｒａｄ／ｓ内时，系统存在一
个稳定的焦点．
熊蜂ｖ０＝４．５ｍ／ｓ急旋变向时，只有在偏航

角速度大于２８．９ｒａｄ／ｓ时具有稳定的焦点，在区
域８．３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２８．９ｒａｄ／ｓ内存在一个振幅
很大的稳定极限环；在其他区域，要么没有稳定的
平衡态，要么标称稳定焦点受稳定极限环与不稳定
焦点的吸引，微小扰动都会迫使轨线偏离平衡点．
对悬停、中速飞行和高速飞行时急旋变向中

惯性及气动耦合分析，得到如下结论：①熊蜂在偏
航角速度较低时不存在ｒ－ｑ耦合，同时ｒ－ｐ耦合
较小，但偏航角速度增加后，会引起横滚和俯仰角
速度大幅度的变化，称之为急旋发散．随着前飞速
度增加，更容易产生急旋发散（不同飞行速度下产
生急停发散的触发偏航角速度值为：悬停时１４．２３
ｒａｄ／ｓ；中速时７．４３ｒａｄ／ｓ；高速时１．１ｒａｄ／ｓ）．②熊蜂
仅仅悬停时在整个偏航角速度范围内都具有稳定

的平衡态，中速前飞和高速前飞存在不稳定发散
区域，在这种飞行速度下急旋变向是比较危险的．
这解释了为什么飞行昆虫急停变向时，会首先降
低飞行速度再急旋改变航向．③熊蜂在偏航角速
度较低为动不稳定的，但不产生急旋发散，这实际
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上属于定常飞行的范畴，此时熊蜂有足够的时间
做出控制．④悬停时偏航角速度位于区域１４．２３
ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２３．８ｒａｄ／ｓ内，具有唯一的稳定焦点，
偏航角速度过高则会产生大幅振荡，因此１４．２３
ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２３．８ｒａｄ／ｓ是急旋变向的最优角速度，
这个数据与飞行昆虫的生理学数据相符（昆虫急旋
变向过程中的平均偏航角速度约为２０ｒａｄ／ｓ［４］）．

２．２　急停气动耦合

以俯仰角速度ｑ作为参变量，用连续算法求
解方程组（１）的平衡解，得到熊蜂在飞行速度为

０，２．５ｒａｄ／ｓ和４．５ｍ／ｓ时的ｑ－ｐ和ｑ－ｒ平衡图，如

图７所示．图７中，粗实线为稳定的平衡解，细线
为不稳定的平衡解；Ｓ，Ｌ和Ｕ 分别表示平衡点处
于稳定、单调发散和振荡发散情况．
图７（ａ），图７（ｂ）是悬停时的急停机动平衡

图；图７（ｃ），图７（ｄ）是中速前飞（ｖ０＝２．５ｍ／ｓ）时
急停机动平衡图；图７（ｅ），图７（ｆ）是高速前飞（ｖ０
＝４．５ｍ／ｓ）时急停机动平衡图．
图７表明，不同前飞速度下的急停机动平衡

图的曲线形状大致相同：俯仰角速度较小时具有

６个平衡点，俯仰角速度较大时具有两个平衡点；
都有一个叉形分叉点、两个ｈｏｐｆ分叉点和两个鞍

图７　熊蜂急停过程中ｑ－ｐ和ｑ－ｒ平衡图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｓａｃｃａｄｅ　ｑ－ｐａｎｄ　ｑ－ｒ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｂｕｍｂｌｅｂｅｅ
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结点分叉点．因此不同前飞速度下的ｑ－ｐ耦合发
散和ｑ－ｒ耦合发散现象很相似：①由于气动耦合，
不同前飞速度下都存在ｑ－ｐ耦合发散和ｑ－ｒ耦合
发散，称之为急停发散；②耦合发散都是左右对称
的，对应左俯旋、右俯旋、左上旋和右上旋．不同之
处在于：①悬停与中速前飞（ｖ０＝２．５ｍ／ｓ）时，快
速下俯时具有两个稳定的平衡解，为稳定急停发
散；②高速前飞（ｖ０＝４．５ｍ／ｓ）时，俯仰过程中不
存在稳定的平衡解，为不稳定发散．
以悬停快速下俯过程为例．熊蜂从静止开始

下俯运动，就会从Ｌ－Ｌ分支跳到Ｓ－Ｓ分支，使状
态发散大幅度的变化，这就是所谓的突跃；此时即
使减小下俯运动的角速度，它也不能回到原来的
状态，而是沿着较大滚转速度的Ｓ－Ｌ－Ｕ 分支变
化，这就是突跃－迟滞现象；由于多个平衡点的存
在，受到扰动后，会在这些不稳定周期吸引子的作
用下飞行状态会变得不稳定，发生突跃．
所有前飞速度下的急速上仰都是不稳定的，

图８为悬停时以ｑ＝６ｒａｄ／ｓ上仰的相图和时间历
程．图８（ａ）中，系统从初始点 （ｐ，ｑ，ｒ）＝（２，６，０）

ｒａｄ／ｓ进入以３个点交替轮流为中心的不稳定周
期性振荡，振幅逐渐增大，除了原点外，其他两个
中心点就是图７（ａ）中ｑ＝６ｒａｄ／ｓ时的两个Ｌ型奇
点，系统最终发散．这表明不稳定急停发散过程中
系统会从一个平衡分支突跃到另一个平衡分支，
振荡幅度达到３５ｒａｄ／ｓ；但图８（ｂ）则显示，系统从
初始点（ｐ，ｑ，ｒ）＝（２，６，０）ｒａｄ／ｓ开始，存在一个
长达０．２ｓ的过渡阶段才进入不稳定大幅度振荡，
这个过渡阶段大约为３０个扑动周期；进入不稳定
大幅度振荡后，以Ｌ型奇点为中心的振荡周期约
为０．３５ｓ，大约５０个扑动周期．
急停耦合分析表明：

１）悬停时仅快速下俯运动（ｑ＜－１．７ｒａｄ／ｓ）
是稳定的；

２）中速飞行时下俯运动（ｑ＜－０．５ｒａｄ／ｓ）是
稳定的；

３）高速飞行时，俯仰运动不存在稳定的急停
发散；

４）熊蜂进入不稳定大幅度周期振荡前，有一
个大约３０个扑动周期的过渡阶段；同时，不稳定
振荡的周期很长，大约５０个扑动周期；

５）急停发散是左右对称的．
分析１）和２）体现了前飞速度很低时，飞行昆

图８　上仰角速度为ｑ＝６ｒａｄ／ｓ的相图和时间历程

Ｆｉｇ．８　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｍａｐ　ａｎｄ　ｔｉｍｅ　ｃｏｕｒｓｅ　ｏｆ

ｑ＝６ｒａｄ／ｓ

虫能通过稳定的快速下俯产生向前的气动力分量，

从而快速加速．
由于飞行昆虫具有一定的前飞速度时，机动

过程中的俯仰角速度是受限的，否则会承受巨大
的过载．如果飞行昆虫最大能承受９个ｇ的过载，
则前飞速度为２．５ｍ／ｓ和４．５ｍ／ｓ时，机动过程中
所能承受的俯仰角速度分别为±３．５ｒａｄ／ｓ和±２
ｒａｄ／ｓ．虽然此时飞行昆虫是不稳定的，但ｑ－ｐ耦
合发散和ｑ－ｒ耦合发散并不严重，近似属于定常
飞行范畴，此时不稳定模态的倍幅时间约为扑动
周期的一个数量级，飞行昆虫有足够的时间进行
调整．
飞行昆虫快速上仰，进入不稳定急停发散后，

会产生不稳定的大幅度振荡，振荡幅度达到±３５
ｒａｄ／ｓ，不一定能够顺利改出．但结论４）表明进入
大幅度振荡前，有一个约３０个扑动周期的过渡阶
段，这对飞行昆虫而言是缓慢的，有足够的时间进
行调整使自己不进入大幅度振荡．
急停发散产生一定的横滚角速度和偏航角速

度，有利于随后的急旋变向机动；结论５）则说明
飞行昆虫具有方向选择权，因此无威胁情况下，飞
行昆虫向左或向右逃逸的概率是一样的［４］．
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３　结　论

本文研究熊蜂的定常飞行状态的动稳定性问

题，得到如下结论：

１）飞行昆虫角速度ｐ，ｒ较小时是动不稳定
的，不存在耦合发散，这属于定常飞行范畴，此时
为弱不稳定，有足够的时间做出控制；

２）中速前飞（ｖ０＝２．５ｍ／ｓ）和高速前飞（ｖ０＝
４．５ｍ／ｓ）时进行急旋变向是危险的，只有前飞速
度近似为零的急旋变向是安全的，最优的偏航角
速度为１４．２３ｒａｄ／ｓ＜｜ｒ｜＜２３．８ｒａｄ／ｓ；

３）快速上仰产生不稳定急停发散，从而进入
不稳定的大幅度振荡，振荡幅度达到（３５ｒａｄ／ｓ．但
进入大幅度振荡前，有一个约３０个扑动周期的过
渡阶段，飞行昆虫有足够长的调整时间．
由于对尾流的影响进行了忽略，用近似方法

分析取得的成果要打折扣．后续工作包括：更精确
的气动导数计算和操纵输入空间内的临界稳定

问题．
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