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圆弧齿榫接结构应力的数值计算与分析

申秀丽，周莹舻
（北京航空航天大学 能源与动力工程学院，北京１００１９１）

摘　　　要：对两圆柱体接触问题和平面接触问题进行分析，探讨了接触区应力的收敛性．对某枞树形圆弧

齿榫接结构的接触区应力进行了数值计算和分析．利用有限元软件 ＡＮＳＹＳ进行了接触分析，对比了梯形齿

和圆弧齿榫接结构的应力结果，并采用光弹实验进行了验证．研究结果认为，与梯形齿榫接结构相比，圆弧齿

榫接结构使接触应力、第三主应力和等效应力等降低．在此基础上，对圆弧齿榫接结构进行了优化分析，通过

优化进一步降低了榫接结构的应力水平．
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　　涡轮榫头／榫槽结构是航空发动机转子的重
要组成部分，其工作的可靠性直接关系到转子的
寿命，并影响发动机性能．一般一个涡轮叶片根部
所承受的离心力高达１００～１５０ｋＮ［１］，如此大的
离心力是靠榫接结构来传递的，而且其又处于高
温环境，材料的机械性能大大降低，在使用中，这
部分极易产生故障．因此，对榫接结构进行应力分
析，对于榫接结构的设计和改进有着重要意义．
近年来，国内外对榫接结构进行了大量的研

究．Ｋｏｓｉｎｇ　Ｏ　Ｅ等人［２］对ＥＪ２００发动机压气机的
榫头、榫槽的型面进行改进设计，比较了圆弧接触
型面和平面接触型面对接触应力的影响，得出圆

弧型面将使接触区边界应力降低，但是在接触区
内部接触应力却比平面接触型面大很多，尤其是
在初始接触点的位置，此种结构会降低榫头榫槽
的承力水平，在大载荷的涡轮结构中不一定适用．
Ｍｅｇｕｉｄ　Ｓ　Ａ等人［３］对某枞树型圆弧齿榫接结构
进行了二维和三维有限元分析，分析了齿数、接触
角度等对接触应力的影响，得出在接触区边界会
存在应力梯度，且最大接触应力出现在第三榫齿
的接触下边界点处．但是其并没有对接触区网格
进行重点关注，而且是在小载荷下（ｎ＝３６０ｒ／

ｍｉｎ）进行的分析，当载荷增大时，接触区应力分
布和最大接触应力位置会有所不同．Ｓｏｎｇ　Ｗ 等
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人［４］对圆弧齿榫接结构进行了优化，接触区下边
界的最大接触应力有所降低．
近年来，整体叶盘结构发展迅速，但枞树型榫

接结构由于能提供适当的多处接触面以使榫接结

构能够承受很大的接触载荷，在未来的几十年仍
将扮演着重要角色．在枞树形榫接结构的齿形中，
很多结构采用梯形齿结构形式［５］．这种结构形式
在接触边界处存在尖角，将会在接触面上产生应
力集中，而且由于加工误差，其接触表面并非完全
平行，因而在接触边界尖角处应力集中更大，在工
作过程中极易产生失效．在国外，圆弧齿榫接结构
已经得到广泛应用．基于此，本文将圆弧齿和梯形
齿榫接结构进行了对比分析，比较了两种齿形接
触应力的大小，并利用光弹实验进行验证，在此基
础上对圆弧齿榫接结构进行了优化分析．

１　几何模型选取

所谓梯形齿榫接结构是指榫头和榫槽基线以

上的榫齿呈梯形状，如图１所示；圆弧齿榫接结构
则是榫齿呈圆弧形，一般为单圆弧结构，有的也设
计成双圆弧结构［４］，本文所取模型为单圆弧结构，
如图２所示．其中，榫齿接触面仍保留了平面／平

图１　梯形齿榫接几何模型

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｒａｐｅｚｏｉｄ　ｔｏｏｔｈ

ｔｅｎｏｎ　ｊｏｉｎｔ

图２　圆弧齿榫接几何模型

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ａｒｃ　ｔｏｏｔｈ　ｔｅｎｏｎ　ｊｏｉｎｔ

面的接触形式，在榫齿接触区边缘处加一小段圆
弧倒角，这样保证接触区长度与梯形齿结构相同．

２　接触面数值求解分析

接触问题具有强非线性特点，难以准确求解．
所以本文先对ＡＮＳＹＳ求解接触问题的方法及其
精度进行分析，以便对榫接结构进行接触求解．
带圆弧倒角的平面接触模型如图３所示．下

面的平面尺寸与接触面相比大很多，可以近似为
半无限弹性体．分析时采用的是局部加密接触区
网格的方法，以观察结果的收敛情况．图４为其中
一幅网格图．

图３　接触模型

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｍｏｄｅｌ

图４　网格图

Ｆｉｇ．４　Ｐｉｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｇｒｉｄ

表１为不同网格密度时的接触应力值，表中
负值表示压应力（文中表下同）。网格大小用单元
边长与接触区边界的圆弧倒角半径的比值ｈ来表
示，其中圆弧倒角半径为０．５ｍｍ．从表１的结果
可以看到，随着接触区网格的加密，前后两次所得
应力插值逐渐减小，ｈ６ 与ｈ５ 所得应力值相对误
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差Ａ，Ｂ点分别为４．０１％和３．８４％，均达到５％以
下，结果收敛．同时还可看到，ｈ２ 与ｈ１ 的中点Ｃ
点接触应力Ｓｙ 绝对误差０．３ＭＰａ，相对误差０．
３％，已经达到收敛性要求．图５所示为不同网格
密度时接触应力沿接触长度方向的值．为观察方
便，将Ｓｙ取相反值进行比较，以下均如此．同样可
以看到，在接触区内部，应力值收敛很快，不用太
多网格就能达到比较好的值．在接触区边界上，应
力梯度比较大，而且收敛也比较慢，需要较多的网
格才能使其收敛．应力曲线图呈两端大中间小的
态势，此结果与文献［２，６］的一致．因此，在分析接
触问题时，如果接触边界存在此类的接触应力梯
度，可以考虑将梯度较大的部分提取出来单独进
行网格加密分析，因为接触边界以内的求解并不
需要太多网格，这样能保证高的求解效率．

表１　不同网格密度时的接触应力

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｇｒｉｄ　ｄｅｎｓｉｔｙ

ｈ　 Ｓｙ（Ａ）／ＭＰａ　Ｓｙ（Ｂ）／ＭＰａ　Ｓｙ（Ｃ）／ＭＰａ

０．２（ｈ１） －３４３．４ －３４１．４ －９７．１

０．１（ｈ２） －４９０．０ －４８７．４ －９７．４

０．０５（ｈ３） －６８７．３ －６８７．４

０．０２５（ｈ４） －７８７．８ －７８５．７

０．０１２　５（ｈ５） －９０９．２ －９０４．７

０．００６　２５（ｈ６） －９４７．２ －９４０．８

｜（ｈ６－ｈ５）／ｈ６｜ ４．０１％ ３．８４％

图５　接触区应力曲线图

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｒｅｓｓ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｒｅｇｉｏｎ

对于带尖角的平面与半无限弹性体的接触分

析则采用局部加密接触区边界的办法，所得接触
区边界点Ａ和Ｂ 的接触应力随网格细分的结果
如图６所示．可以看到，随着网格的细化，接触区

边界点的应力逐渐增大，呈无穷大趋势，这与文献
［２，６］的结果是一致的．从文献［７］中也了解到，对
于此类带尖角的平面与半无限弹性体的接触问

题，在接触边界处的接触应力值将达到无穷大．所
以有限元解法在求解此类问题时不能得到收敛的

结果．

图６　边界接触应力随网格细分结果

Ｆｉｇ．６　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈ　ｇｒｉｄ　ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ

３　圆弧齿与梯形齿榫接结构数值
结果比较

　　借鉴平面接触分析的例子，对榫接结构接触
区域进行网格局部加密分析，以得到收敛的结果．
其中，接触区长度为１．７ｍｍ左右，网格密度用接

触区长度与单元长度的比值ｒ来表示．圆弧齿榫
接结构应力值随接触区单元数变化的结果如表２
所示．从表中结果可以看到，当ｒ为３００时，其应
力值与前次的相对误差仅为２．１５％，求解结果已
经收敛．

表２　不同网格密度时圆弧齿榫接结构应力

Ｔａｂｌｅ　２　Ａｒｃ　ｔｏｏｔｈ　ｔｅｎｏｎ　ｊｏｉｎｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｇｒｉｄ　ｄｅｎｓｉｔｙ

ｒ　 Ｓｙ／ＭＰａ　 Ｓ３／ＭＰａ　 Ｓｅｑｖ／ＭＰａ

５０（ｒ１） －８５７．５ －１　１２３　 ８０４．０

１００（ｒ２） －１　２９６ －１　３７１　 ７９８．５

２００（ｒ３） －１　２３０ －１　２７０　 ７８０．６

３００（ｒ４） －１　２５７ －１　２９０　 ７７２．７

｜（ｒ４－ｒ３）／ｒ４｜ ２．１５％ １．５５％ １．０１％

２１６
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图７～图９为沿接触长度方向的应力曲线．

图７　接触应力Ｓｙ曲线图

Ｆｉｇ．７　Ｓｙｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ

图８　接触应力Ｓ３ 曲线图

Ｆｉｇ．８　Ｓ３ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ

图９　等效应力Ｓｅｑｖ曲线图

Ｆｉｇ．９　Ｓｅｑｖｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｓｔｒｅｓｓ

图１０　局部应力Ｓｅｑｖ图（单位：ＭＰａ）

Ｆｉｇ．１０　Ｓｅｑｖｐｉｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｌｏｃａｌ　ｓｔｒｅｓｓ（ｕｎｉｔ：ＭＰａ）

其中，径向接触应力Ｓｙ 和第三主应力Ｓ３ 的最大
值出现在榫槽榫齿的接触边界上，等效应力Ｓｅｑｖ
最大值在榫头榫齿上，其位置与榫槽榫齿边界处
对应，见图１０．虽然榫槽榫齿接触边界处第三主
应力最大，但是其他主应力并不是最大，所以经过
等效之后，最大等效应力点不在该处．从应力曲线
图上可以看到，在接触区边界存在大的应力梯度，
应力值收敛较慢，需要较多网格才能收敛，而在接
触区内部，应力值收敛很快，不需要划分太多网
格．此结果与文献［６］中所得结果一致．
表３所示为梯形齿应力随网格加密的情况．从

表中可以看到，随着网格的加密，应力逐渐增大，但
并无收敛趋势．此接触形式与带尖角平面与半无限
弹性体接触类似，所以有限元解法不能得到收敛的
结果．可以将梯形齿在圆弧齿收敛时的网格密度下
求解所得结果与圆弧齿收敛时的结果进行比较，对
比两者对应力的影响．比较结果如表４所示．

表３　不同网格密度时梯形齿榫接结构应力

Ｔａｂｌｅ　３　Ｔａｐｅｚｏｉｄ　ｔｏｏｔｈ　ｔｅｎｏｎ　ｊｏｉｎｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｇｒｉｄ　ｄｅｎｓｉｔｙ

ｒ　 Ｓｙ／ＭＰａ　 Ｓ３／ＭＰａ　 Ｓｅｑｖ／ＭＰａ

ｒ１＝５０ －１　３０３ －１　６１２　 １　２９１

ｒ２＝１００ －１　７８５ －２　２１６　 １　７８０

ｒ３＝２００ －１　９２９ －２　２５６　 １　６５２

ｒ４＝３００ －２　３４８ －２　５４６　 １　８０６

ｒ５＝４００ －２　７６６ －３　３６０　 ２　６０７

｜（ｒ５－ｒ）／ｒ５｜ １５．１１％ ２４．２３％ ３０．７２％
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　　从文中可以看到，将榫接结构由梯形齿改为
圆弧齿后，接触应力降低了许多．虽然此时梯形齿
的应力值并不是收敛值，但圆弧齿已经收敛，而且
两者是在相同网格密度下进行的比较，其比较结
果是值得参考的．

表４　梯形齿与圆弧齿应力值比较

Ｔａｂｌｅ　４　Ｓｔｒｅｓｓ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｒａｐｅｚｏｉｄ　ｔｏｏｔｈ

ａｎｄ　ａｒｃ　ｔｏｏｔｈ

Ｓｙ／ＭＰａ　 Ｓ３／ＭＰａ　 Ｓｅｑｖ／ＭＰａ

梯形齿 －２　３４８ －２　５４６　 １　８０６

圆弧齿 －１　２５７ －１　２９０　 ７７２．７

百分比差值 －４６．４７％ －４９．３３％ ５７．２１％

４　实验结果对比

采用４０９－Ⅲ型光弹仪进行实验．模型材料选
择为聚碳酸脂平板．为防止加载点应力影响榫头、
榫槽测量分析区，将榫头平直段加长１００ｍｍ进
行试验，加载方案如图１１所示．图１２所示为梯形

图１１　加载方案

Ｆｉｇ．１１　Ｌｏａｄ　ｍｅｔｈｏｄ

齿和圆弧齿榫接结构接触区的等差线条纹级数．
等差线条纹级数的大小代表了该处应力值的

大小．从图１２上可以看到，在接触区边界处等差
线条纹值大，中间测点条纹值小，呈两头大中间小
的趋势，与数值分析相同．

图１２　梯形齿与圆弧齿接触区等差线条纹图

Ｆｉｇ．１２　Ｅｑｕｉｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｌｉｎｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｒｅｇｉｏｎ　ｏｆ　ｔｒａｐｅｚｏｉｄ　ａｎｄ　ａｒｃ　ｔｏｏｔｈ

　　对于光弹试验来说，接触应力的测量较为困
难，本文参考文献［８］对数据进行分析和处理，供
定性分析．根据文献［８］，在弹性范围内，每个接触

区所受的合力与该区段的最大等差线条纹级数成

正比，设接触区的合力为Ｘｉ，于是有

Ｘｉ＝Ｆｎｉ ∑
６

ｉ＝１
ｎ（ ）ｉ （１）
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其中Ｆ为榫头上的合力（６５３Ｎ）；ｎｉ为第ｉ个接触
区上的条纹级数（ｉ＝１，２，…，６）．
由文献［９］可知，接触区最大主应力可简化为

σ＝１．５　Ｘｉ／（ｌｔ） （２）
其中ｌ为接触区长度８．２ｍｍ，ｔ为模型厚度５ｍｍ．
对于平面问题，应力只与几何形状和外力有

关，与材料弹性常数无关，但模型必须与原型几何
相似和载荷相似．根据相似原理［９］，原型应力Ｓ
与模型应力σ关系为

Ｓ＝ｋσ （３）
本实验ｋ＝８０．９３．
根据实验，计算结果如表５所示．

表５　实验结果对比

Ｔａｂｌｅ　５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ　ｒｅｓｕｌｔｓ

梯形齿 圆弧齿 百分比差值

应力／ＭＰａ －５３１．２ －４３９．８ －１７．２％

由于实验中测点位置并非完全在接触边界

处，因而实验结果与数值分析结果的最大值存在
较大差异．从图９中可以看出，接触区中点处的第
三主应力值为２００ＭＰａ左右，通过计算可以得到
接触区中点处的实验应力为２１３．３ＭＰａ，两者是
比较接近的．从表６中对比结果可以看到，圆弧齿
榫接结构能比梯形齿榫接结构减小应力．

表６　优化前后设计变量值比较

Ｔａｂｌｅ　６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｄｅｓｉｇｎ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｏｆ　ｂｅｆｏｒｅ

ａｎｄ　ａｆｔｅｒ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

设计变量 优化前 优化后

圆弧半径／ｍｍ　 ０．９６　 ０．９１４

齿距／ｍｍ　 ５．１１　 ５．２８

榫头颈宽／ｍｍ　 １３．５１　 １３．３６

楔形角／（°） ３３．２０　 ３２．３９

伸根倒角／ｍｍ　 ２．２０　 ２．３２

榫头齿槽宽／ｍｍ　 ２．５０　 ２．６６

榫槽齿槽宽／ｍｍ　 ２．７１　 ２．６９

５　优化分析

数值计算之后，继续对圆弧齿榫接结构的圆
弧半径和其他一些设计参数进行优化设计分析．
榫头／榫槽的优化设计往往需要其几何设计

参数在分析过程中能自动更改，这就需要参数化
设计技术．本文采用基于特征造型的方法，其基础
是提取模型的特征参数，对于榫接结构来说就是
要对其进行形状描述．选取参数时既要保证各个
参数的独立性，又要能够全面的描述榫接结构的
形状特征．榫接结构参数众多，包括齿高、齿顶高、
齿槽宽、上侧角、齿形角等等，如图１３所示．图中：

图１３　圆弧齿榫接形状

Ｆｉｇ．１３　Ｓｈａｐｅ　ｏｆ　ａｒｃ　ｔｏｏｔｈ　ｔｅｎｏｎ　ｊｏｉｎｔ

Ｗｊ为榫头颈宽；α为伸根倒角；Ｔｔｏｕ为齿距；Ｍｔｏｕ为
榫头齿槽宽；β为楔形角，Ｈｓ 为伸根高度；Ｈｊ为
榫头颈高，θ为齿形角；γ为上侧角；Ｍｇｌｏｂｅ为榫槽

齿槽宽．
形状描述之后，利用 ＡＮＳＹＳ的 ＡＰＤＬ语言

直接在 ＡＮＳＹＳ里面进行参数化建模，并用其优

５１６
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化功能进行圆弧齿榫接结构的优化．
对于榫接结构模型，目标函数一般有两种选

择：结构质量最小和应力最小［１０－１３］．本文选择最
大当量应力最小为目标函数．
选择对目标函数影响较大的参数作为设计变

量．本文选择圆弧半径、齿距、榫头颈宽、楔形角、
伸根倒角、榫头齿槽宽和榫槽齿槽宽作为设计
变量［１４］．
约束条件也叫做状态变量，根据约束的性质，

可以把它们分为性能约束和几何约束两大类．本
文提取榫头和榫槽当量应力以及接触应力Ｓｙ，Ｓ３
作为约束条件．表６、表７为优化前后结果对比．

表７　优化前后应力结果比较

Ｔａｂｌｅ　７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｔｒｅｓｓ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　ｂｅｆｏｒｅ　ａｎｄ

ａｆｔｅｒ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ｓｅｑｖ／ＭＰａ　 Ｓｙ／ＭＰａ　 Ｓ３／ＭＰａ

优化前 ７７２．７ －１　２５７ －１　２９０

优化后 ７０６．０ －１　１３３．３ －１　１９５．０

变化百分比 ８．６３％ ９．８４％ ７．３６％

从表７的结果可以看到，经过优化，圆弧齿榫
接结构的应力水平得到降低，以接触应力Ｓｙ减小
最多，其他应力也有不同程度的减小．

６　结　论

本文首先对ＡＮＳＹＳ求解接触应力进行了分
析，探讨了接触求解的收敛性问题以及存在大应
力梯度时分析方法．然后通过将某梯形齿榫接结
构的榫齿改为圆弧齿，用有限元软件 ＡＮＳＹＳ对
梯形齿和圆弧齿结构进行数值分析，并对比了二
者的接触应力，得出圆弧齿榫接结果能有效地减
小接触应力，并且光弹实验结果也证明圆弧齿榫
接结构能比梯形齿榫接结构使应力降低．在此基
础上，利用ＡＮＳＹＳ的优化功能，对圆弧齿榫接结
构进行优化，使得其接触应力再次减小．
本文的研究结果对于榫接结构的设计和改进

具有实际意义．当然，其中有些问题还有待进一步
深入研究．如未考虑齿间摩擦的影响、温度梯度对
榫接结构的影响以及气动负荷对榫接结构的影响

等，这将在后续的研究中加以考虑．
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