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弧齿锥齿轮误差敏感性优化设计

苏进展，方宗德
（西北工业大学 机电学院，西安７１００７２）

摘　　　要：从齿面结构上提出了通过优化差曲面全曲率来改善弧齿锥齿轮的安装误差敏感性问题的方法．
推导了啮合点处沿齿线方向的两啮合齿面全曲率作为敏感性系数，分析了局部综合参数和参考点位置参数

对参考点处的敏感系数的影响．提出了通过优化传动比一阶导数、接触迹线方向、二阶变性系数和三阶变性系

数，获得对安装误差敏感性低的小轮加工参数．算例表明：优化后的齿轮副在啮合过程中的敏感性系数控制在

较小范围之内，传动误差的幅值和对称性均满足设计要求，改善了齿轮副的啮合质量．
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　　弧齿锥齿轮在实际工况中不可避免地存在着
安装误差、变形及其他随机误差．因此齿面印痕必
将偏离理想状态，同时传动误差曲线也要发生变
化，引起诸如齿轮副运转不平稳、振动、冲击等不
利因素，甚至影响到齿轮副的正常运转．考虑到现
有制造业水平及加工成本因素，通过提高齿轮副

及系统各部件的精度来减小这些不利因素的影响

是困难的．因此如何降低啮合质量对安装误差的
敏感性成为弧齿锥齿轮齿面设计的关键．
美国Ｇｌｅａｓｏｎ公司的Ｂａｘｔｅｒ［１］曾经研究过曲

线齿锥齿轮副的敏感性问题，用一个４×２矩阵表
示了部分二阶啮合特性对安装误差的敏感性影
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响，在计算中用差分法代替导数．Ｌｉｔｖｉｎ　Ｆ　Ｌ，Ａｒｇ－
ｙｒｉｓ　Ｊ等［２－５］对接触迹线和传动误差曲线进行多项
式拟合，通过优化获得接触迹线为直线和传动误
差幅值满足要求的加工参数．王小椿等［６］用完全
解析的方法建立了安装误差对齿面啮合特性的影

响，并研究了敏感性矩阵与 Ｖ／Ｈ（ｖｅｒｔｉｃａｌ／ｈｏｒｉ－
ｚｏｎｔａｌ）检验之间的关系．徐晓俊等［７］详细讨论了
啮合齿面的安装误差敏感特性，通过安装误差的
优化组合，在不提高加工精度的前提下改善了传
动副的啮合质量．吴训成、毛世民、吴序堂等［８－１０］

推导了点接触齿面的接触点位置沿公切面内任意

垂直两方向的安装误差敏感性计算公式，并用于
主动设计中．唐进元，杜晋［１１］考虑初始计算点位
置对安装误差敏感性的影响，对预定传动误差曲
线的弧齿锥齿轮主动设计方法进行了改进，确定
合理的初始计算点位置，降低误差敏感性系数．随
后，唐进元等［１２］提出了安装误差敏感性和容差性
概念，建立安装误差敏感性和容差性分析模型，获
得安装误差对接触质量的影响规律和保证接触质

量的误差极限值，为锥齿轮制造质量和制定科学的
安装工艺参数提供了理论指导．
本文在推导了弧齿锥齿轮副在啮合点处沿齿

线方向的全曲率，分析了局部综合参数和设计参
考点位置参数对全曲率影响的基础上，通过优化
局部综合参数和变性系数，获得具有敏感性低和
预置传动误差曲线的小轮加工参数．

１　弧齿锥齿轮敏感性分析

１．１　差曲面的全曲率

设齿面Σ１ 和Σ２在Ｍ０相切，它们在点Ｍ０处
有相同的法向矢量和切平面（图１所示），设Σ１ 沿
着α方向的法曲率为ｋ（１）ｎ ，曲面Σ１ 到切平面的距
离δ１，设Σ２沿着α方向的法曲率为ｋ（２）ｎ ，曲面Σ２
到切平面的距离δ２，两曲面之间的距离在Ｍ０ 点
附件可以近似用Δδ＝δ１－δ２ 表示，那么

Δδ＝δ１－δ２ ＝ １２
（ｋ（１）ｎ －ｋ（２）ｎ ）（Δｓ）２

（１）
其中Δｋｎ＝ｋ（１）ｎ －ｋ（２）ｎ 称为曲面Σ１，Σ２在Ｍ０点沿

α方向的相对曲率或差曲率．
设曲面Σ１沿着α１，α２两个垂直方向的法曲率

和短程挠率为ｋ（１）ｎ１ ，ｋ（１）ｎ２ 和τ（１）ｇ１ ，曲面Σ２沿着α１，α２
两个方向的法曲率和短程挠率为ｋ（２）ｎ１ ，ｋ（２）ｎ２ 和τ（２）ｇ１ ，
称ｋ（１２）ｎ１ ＝ｋ（１）ｎ１ －ｋ（２）ｎ１ ，ｋ（１２）ｎ２ ＝ｋ（１）ｎ２ －ｋ（２）ｎ２ 和τ（１２）ｇ１ ＝

图１　曲面间的距离

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔａｎｃｅ　ｏｆ　ｔｏｏｔｈ　ｓｕｒｆａｃｅｓ

τ（１）ｇ１ －τ（２）ｇ１ 为曲面Σ１，Σ２在Ｍ０点沿着α１，α２方向的
相对法曲率和相对短程挠率．若α和α１ 的夹角为

θ，由欧拉公式可知

ｋ（１）ｎ ＝ｋ（１）ｎ１ｃｏｓ２θ＋２τ（１）ｇ１ｓｉｎθｃｏｓθ＋ｋ（１）ｎ１ｓｉｎ２θ
ｋ（２）ｎ ＝ｋ（２）ｎ１ｃｏｓ２θ＋２τ（２）ｇ１ｓｉｎθｃｏｓθ＋ｋ（２）ｎ１ｓｉｎ２烅
烄

烆 θ
（２）

两式相减即可得到

ｋ（１２）ｎ ＝ｋ（１２）ｎ１ ｃｏｓ２θ＋２τ（１２）ｇ１ ｓｉｎθｃｏｓθ＋ｋ（１２）ｎ２ ｓｉｎ２θ
（３）

其形式与欧拉公式完全一致的［８］．
若有一个曲面，它在两曲面公切面上的任意

切线方向的法曲率等于两曲面在该方向的法曲率

之差，这个曲面就称为两曲面的差曲面．则差曲面
的全曲率可以表示成

ｋ（１２）＝ｋ（１２）ｎ１ ｋ（１２）ｎ２ －（τ（１２）ｇ１ ）２ （４）

线接触齿轮副的ｋ（１２）为０，点接触啮合齿面副的

ｋ（１２）因在接触方向有失配而不为０．随着ｋ（１２）趋
近于０，点接触就趋近于线接触，误差敏感性的数
值将趋近于无穷大．这就是线啮合齿面副的误差
敏感性比点啮合齿面副的误差敏感性大的原

因［５］．全曲率ｋ（１２）是误差敏感性的关键指标，称
之为敏感性系数．

１．２　啮合点齿向方向的确定

由局部综合法可知，接触迹线方向、参考点处
传动比一阶导数ｍ′２１、接触椭圆长半轴ａ和参考
点位置（Δｘ，Δｙ）对参考点 Ｍ０ 的全曲率均有影
响．为便于分析比较这些参数对啮合点处的全曲
率影响，取大轮的齿向方向α为参考方向，如图２
所示．已知齿面Σ１ 和Σ２ 的主曲率和主方向，则啮
合点 Ｍ０ 在其切平面的齿向方向可按如下步骤
确定：
步骤１确定啮合点Ｍ０、内锥点Ｍ１和外锥点

Ｍ２ 的 位 置 矢 量 ｒ（Ｍ０）（θ０，０），ｒ（Ｍ１）（θ１，１）和

４８１
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ｒ（Ｍ２）（θ２，２）及Ｍ０ 的法向矢量ｎ（Ｍ０）（θ０，０）．
步骤２确定内锥点Ｍ１ 和外锥点Ｍ２ 在切平

面Ｔ的投影Ｍ′１和Ｍ′２，则

α＝Ｍ′１Ｍ′２／｜Ｍ′１Ｍ′２｜ （５）

　　设Ｍ０点处大轮两个主方向ｅｓ和ｅｑ对应的主
曲率为ｋｓ和ｋｑ，小轮两个主方向ｅｆ和ｅｈ 对应的
主曲率为ｋｆ和ｋｈ，θ１ 和θ２ 分别为ｅｆ，ｅｓ和α的夹
角．因此确定啮合点的位置矢量和法向矢量后，由
式（２）和式（３）可以求解出齿面接触迹线上每个啮
合点的全曲率．

图２　接触点全曲率

Ｆｉｇ．２　Ｔｏｔａｌ　ｃｕｒｖａｔｕｒｅ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｐｏｉｎｔ

１．３　敏感性分析

设计参考点处的安装误差敏感性是影响齿轮

啮合质量的重要因素．图３所示为某大轮右旋、小
轮左旋弧齿锥齿轮工作面各参数对敏感性系数的

影响，包括：参考点位置参数（Δｘ，Δｙ）和局部综
合参数（η２，ｍ′２１，ａ）．Δｘ为设计参考点Ｍ０ 沿着节

锥方向的移动量，移向大端为正，为负则向小端移
动；Δｙ为考点Ｍ０ 沿着齿高方向的移动量，移向
齿顶为正，移向齿根为正；η２为大轮齿面接触迹
线的切线方向；ｍ′２１ 为传动比的一阶导数；ａ为瞬
时接触椭圆的长半轴．

图３　局部综合参数对ｋ（１２）影响

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｌｏｃａｌ　ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｏｎ　ｋ（１２）

５８１
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图３（ａ）、图３（ｂ）为从设计参考点Ｍ０ 的位置
变化对敏感性系数的影响，可以看出Δｘ从小端
向大端移动，敏感性系数ｋ（１２）减小，但可能出现
偏载和小端边缘接触造成应力集中和振动噪声等

问题；Δｙ从齿根向齿顶移动，敏感性系数ｋ（１２）增
大，同时也要考虑传动误差的对称性，避免加载时
发生齿顶边缘接触．图３（ｃ）～图３（ｅ）分析了参考
点处预置的３个局部综合参数对敏感性系数的影
响，从图３上看出随着夹角η２增大ｋ

（１２）越大，接
触迹线设计越倾斜，敏感性系数增大；当接触迹线
近似垂直于根锥时敏感性最低，但此时齿轮副重
合度也随之减小，啮合平稳性差；传动比一阶导数

ｍ′２１ 增大，ｋ（１２）值减小；预置椭圆长半轴ａ增大则

ｋ（１２）减小，ａ增大表示齿轮副的承载能力增大，椭
圆长半轴对敏感性影响最大．
同样，对于非工作面可得到类似的结果，在此

不再赘述．以上仅单参数、定性分析局部综合参数
对敏感性系数ｋ（１２）的影响和变化规律，设计中要
综合考虑具体齿轮副工况、支承条件并结合ＴＣＡ
（ｔｏｏｔｈ　ｃｏｎｔａｃｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ），ＬＴＣＡ（ｌｏａｄｅｄ－ｔｏｏｔｈ
ｃｏｎｔａｃｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ）优化选择相关参数达到啮合稳
定性要求．

２　敏感性设计

基于局部综合法的弧齿锥齿轮加工参数设

计，通过预置二阶参数有效地预控齿轮副在参考
点处及其附近的啮合性能，保证参考点附近的齿
面二阶性质．但是远离参考点的齿面性质就无法
控制，接触迹线可能出现严重弯曲、瞬时接触椭圆
长轴的长度变化剧烈等现象，以至于齿面接触区
域出现菱形、鱼尾形、扇形或梯形等情形．敏感性
系数ｋ（１２）变化亦是如此，即在参考点及参考点附
近变化幅度很小，而远离参考点处变化可能很大，
因而对安装误差非常敏感．
本文提出了基于全曲率的敏感性设计方法，

从齿面结构上提高啮合稳定性．齿轮副从进入啮
合到退出啮合，每个啮合点处的全曲率ｋ（１２）不断
变化，控制整个啮合过程ｋ（１２）波动范围，有助于
提高啮合的稳定性．敏感性分析中，５个参数对全
曲率ｋ（１２）均有影响，实际设计中参考点位置在节
锥中点附近微小变动，Δｘ和Δｙ主要用于调整啮
合斑点在齿面上的位置和传动误差的对称性．二
阶接触参数η２，ａ和ｍ′２１ 是预置的，η２主要影响齿
轮副的重合度和啮合平稳性，ａ对齿轮强度和误

差敏感性有重要影响，ｍ′２１ 则影响传动误差幅值
和方向．
通过优化传动比一阶导数ｍ′２１ 来优化齿轮副

在整个啮合周期内的全曲率ｋ（１２），调整二阶变性
系数Ｃ和三阶变性系数Ｄ 满足传动误差幅值和
对称性要求．
优化设计的流程如图４所示，由三部分组成：

１）全曲率ｋ（１２）优化．给定参考点Ｍ０ 处局部
综合参数η２，２ａ，ｍ′２１ 的值，通过局部综合获得用
展成法加工的小轮加工参数，并计算设计参考点

Ｍ０ 的全曲率ｋ（１２）０ ，借助ＴＣＡ计算从进入啮合到
退出啮合每个啮合点处的ｋ（１２）ｉ ；以啮合点处ｋ（１２）ｉ

偏离参考点的ｋ（１２）０ 最小为目标，优化传动比一阶
导数ｍ′２１．

ｆ（ｍ′２１）＝ｍｉｎ∑
ｎ

ｉ＝１
‖ｋ（１２）ｉ －ｋ（１２）０ ‖２ （６）

图４　敏感性优化设计流程

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｓｉｇｎ　ｆｌｏｗ　ｆｏｒ　ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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根据传动误差幅值设计要求，通过试算法确定

ｍ′２１ 的取值范围，作为自变量的约束条件．式（６）
为单目标、单变量约束优化的问题，可采用直接法
（坐标轮换法、复合形法、罚函数法等）求解，获得

ｍ′２１ 的值．
２）优化Ｃ，Ｄ获得理想的传动误差．优化ｍ′２１
得到小轮加工参数，并进行ＴＣＡ计算，得到的传
动误差可能不理想———传动误差不连续、不对称
或者幅值过大，修改Ｃ 获得给定传动误差幅值

Δδ，调整Ｄ获得对称传动误差的曲线．
３）调整η２以满足容差和垂直轮位的要求．预
先给定４个安装误差［４］（小轮轴向错位量 Ｈｐ、大
轮轴向错位量 Ｈｇ、中心距错位量Ｖ 和轴交角错
位量Σ）的容差，再次调用ＴＣＡ子程序，使齿面
印痕在４种公差的极限值时仍有理想的齿面印痕
和传动误差，若不满足则调整η２；另一方面，传统
摇台型机床对垂直轮位Ｅｍ１ 范围有一定的限制，经
分析可知接触迹线的方向η２对垂直轮位Ｅｍ１ 有较
大影响，η２绝对值越小垂直轮位越大，反之垂直轮
位越小，可以调整η２获得合理的垂直轮位Ｅｍ１．
通过弧齿锥齿轮敏感性优化，获得对误差敏

感性低的小轮加工参数，提高啮合稳定性，最后得
到满足要求的齿面印痕和传动误差曲线．另外，经
过优化得到的变性系数Ｃ，Ｄ 可能无法用变性凸
轮机构来实现，可将摇台机床的调整参数等价转
换到ＣＮＣ（ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｃｏｎｔｒｏｌ）锥齿轮机
床，从而实现弧齿锥齿轮的加工．

３　算例

以一对弧齿锥齿轮为例来说明以上设计方

法．采用双重收缩设计弧齿锥齿轮齿坯，表１为
主、动锥齿轮齿坯基本参数；表２列出了工作面和
非工作面局部综合参数；大轮和小轮的加工参数
分别列于表３和表４；图５和图６分别为工作面和
非工作面ＴＣＡ结果，包括齿面印痕和传动误差．

表１　主、从动锥齿轮参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｂｌａｎｋ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｒｉｖｉｎｇ　ａｎｄ　ｄｒｉｖｅｎ　ｂｅｖｅｌ　ｇｅａｒｓ

项目 符号 主动锥齿轮 从动锥齿轮

齿数 Ｚ　 ２３　 ８６

模数／ｍｍ　 ｍ　 ４．２５

法向压力角／（°） αｎ ２０

中点螺旋角／（°） βｍ ２５

螺旋方向 左 右

项目 符号 主动锥齿轮 从动锥齿轮

轴交角／（°） ∑ ５１°９′７″

节锥角／（°） δ １０°６′４８″ ４１°２′２０″

顶锥角／（°） δａ １０°５７′３″ ４１°２４′

根锥角／（°） δｆ ９°４５′７″ ４０°１２′４″

节圆直径／ｍｍ　 ｄ　 ９７．７５　 ３６５．５０

外锥距／ｍｍ　 Ｒ　 ２７８．３４１

中点锥距／ｍｍ　 Ｒｍ ２５６．８４１

齿宽／ｍｍ　 Ｂ　 ４３

齿顶高／ｍｍ　 ｈａ ４．８９　 ２．１１

齿根高／ｍｍ　 ｈｆ ２．９１　 ５．６９

全齿高／ｍｍ　 ｈ　 ７．８　 ７．８

齿顶隙／ｍｍ　 Ｃ　 ０．８　 ０．８

刀盘名义直径／ｍｍ　 Ｄ０ ３０４．８

表２　局部综合参数

Ｔａｂｌｅ　２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｆｏｒ　ｌｏｃａｌ　ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ

参数 工作面 非工作面

接触迹线方向η２／（°） ２０．６４３　２　 １５．８４９　３

传动比一阶导数ｍ′２１ －０．００４　２３８ －０．００５　１４８

接触椭圆长轴２ａ／ｍｍ　 １２．９

弹性变形量δ／ｍｍ　 ０．００６　５

Δｘ／ｍｍ　 ０．４５ －０．２５

Δｙ／ｍｍ　 ０．２　 ０．３

表３　大轮加工参数

Ｔａｂｌｅ　３　Ｍａｃｈｉｎｅ　ｔｏｏｌ－ｓｅｔｔｉｎｇｓ　ｆｏｒ　ｇｅａｒ

参数 大轮加工参数

刀盘直径Ｄｃ２／ｍｍ　 １５２．４

刀顶距Ｐｗ２／ｍｍ　 ３．４２９

刀具齿形角α２／（°） ２１（内刀）１９（外刀）

径向刀位Ｓｒ２／ｍｍ　 ２３６．８７９　２

角向刀位ｑ２／ｍｍ　 ３５．６６９　９

滚比ｍ２ｃ２ １．５２２　９５

垂直轮位Ｅｍ２／ｍｍ　 ０

轴向轮位Ｘｇ２／ｍｍ　 ０

床位Ｘｂ２／ｍｍ －１．６２３　４７０

轮坯安装角γ２／（°） ４０．２０１　１
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表４　小轮加工参数

Ｔａｂｌｅ　４　Ｍａｃｈｉｎｅ　ｔｏｏｌ－ｓｅｔｔｉｎｇｓ　ｆｏｒ　ｐｉｎｉｏｎ

参数 小轮凹面 小轮凸面

刀尖半径Ｒｐ／ｍｍ　 １５８．６７９　１　 １４６．６５７　８

齿形角α１／（°） １８．０　 ２２．０

径向刀位Ｓｒ１／ｍｍ　 ２４２．７６５　９　 ２３１．２９９　６

角向刀位ｑ１／（°） ３６．０３６　５　 ３６．４８５　６

滚比ｍ１ｃ１ ５．９４８　５９　 ５．４４８　９

垂直轮位Ｅｍ１／ｍｍ －６．８５７　３　 ５．６７４　２

轴向轮位Ｘｇ１／ｍｍ　 ９．９６５　７ －９．６５６　１８

床位Ｘｂ１／ｍｍ） －２．８３４　６　 ０．４８８　３

轮坯安装角γ１／（°） ９．７５　 ９．７５

二阶变性系数Ｃ　 ０．１０３　２４４ －０．１１４　５６７

三阶变性系数Ｄ　 ０．０７５　７３２　 ０．１０２　４２１

图５　工作面齿面印痕和传动误差图

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｐａｔｔｅｒｎ　ａｎｄ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｅｒｒｏｒｓ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｗｏｒｋｉｎｇ　ｓｉｄｅ

从图５工作面 ＴＣＡ结果可以看出，工作面
齿面印痕位于齿宽中部偏小端，在加载条件下齿
面印痕可能向中部、大端方向移动；接触迹线有一
定的倾斜，这有利于提高齿轮副重合度及运动平
稳性；传动误差幅值（７．２６９″）控制在较小的范围
之内（≤８．０″）．图６为非工作面ＴＣＡ结果图，从
图中可以看出非工作面的齿面印痕则位于齿面中

部，接触迹线较工作面倾斜，传动误差幅值为

１０．７０６″．

图７和图８分别为啮合过程中工作面和非工
作面的敏感系数，表５为齿轮副错位量的容差
范围．

图６　非工作面齿面印痕和传动误差

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｐａｔｔｅｒｎ　ａｎｄ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｅｒｒｏｒｓ

ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｎ－ｗｏｒｋｉｎｇ　ｓｉｄｅ

图７　工作面敏感系数

Ｆｉｇ．７　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｏｆ　ｗｏｒｋｉｎｇ　ｓｉｄｅ

图８　非工作面敏感系数

Ｆｉｇ．８　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｏｆ　ｎｏｎ－ｗｏｒｋｉｎｇ　ｓｉｄｅ
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表５　错位量容差

Ｔａｂｌｅ　５　Ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ａｌｉｇｎｍｅｎｔ　ａｌｌｏｗｅｄ

参数
容差值

最大值 最小值

大轮轴向错位量Ｈｇ／ｍｍ　 ０．４８５　２ －０．３６４　４

小轮轴向错位量Ｈｐ／ｍｍ　 ０．４２５　４ －０．７１２　１

中心距错位量Ｖ／ｍｍ　 ０．８０３　２ －０．５４８　６

轴交角错位量Σ／（°） ２．８６４　７ －２．３２４　５

从接触迹线的全曲率图（图７、图８）可以看
出，从进入啮合到退出啮合过程中，全曲率的波动
范围很小，这有利于降低齿面印痕对误差的敏感
性；全曲率变化越小，则接触迹线在旋转投影面上
接近于直线；同时所获得的接触椭圆长轴大小相
近，避免产生接触区接触缺陷．表５为综合考虑工
作面和非工作面后得到齿轮副错位量的容差，在
容差范围之内，齿轮副具有良好的齿面印痕和传
动误差．

４　结　论

１）优化传动比一阶导数可获低敏感性的小
轮加工参数，调整接触迹线方向以减小垂直轮位
和提高错位量的容差，优化二阶变性系数满足传
动误差幅值的设计要求；优化三阶变性系数得到
对称的传动误差曲线．
２）验证了接触迹线设计为直线可以降低对
安装误差的敏感性和避免接触区缺陷．
３）设计较倾斜的接触迹线，可提高齿轮副的
重合度，但敏感性会增加．
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