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增量粒子滤波方法

傅惠民，娄泰山，吴云章
（北京航空航天大学 小样本技术研究中心，北京１００１９１）

摘　　　要：提出增量粒子滤波的概念，建立增量粒子滤波模型及其分析方法，给出其算法．对于工程实际中

存在的由未知系统误差的影响而无法精确建立量测似然函数的这一问题，提出增量粒子滤波方法，通过对带有

未知系统误差的量测数据进行校正，获得精确的量测似然函数，建立精确的增量粒子滤波模型，从而消除这种未

知系统误差的影响，减少重采样的次数，较好地保存了粒子的多样性，提高非线性滤波的精度．模拟仿真中，重采

样的次数减少４１．７％，滤波误差均值和均方根误差分别降低了４５．３％和７０．１％，有效地改善了滤波的效果．
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　　在数字通信、目标跟踪［１］、卫星轨道／姿态估
计、探测器的导航与控制［２］等工程实际中，非线性、
非高斯随机系统的参数估计和状态滤波问题更具

有普遍性．目前，粒子滤波［３］（ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｆｉｌｔｅｒ，ＰＦ）已
成为解决这类问题的主流方法．粒子滤波是一种基
于Ｂａｙｅｓ估计原理的序贯 Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ模拟方法，
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完全突破了Ｋａｌｍａｎ滤波理论框架，通过一些随机
样本来预测和更新系统随机变量的概率密度函数、
近似非线性系统的最优数值解［４］，因此非常适用于
处理非线性、非高斯噪声系统模型的滤波问题．
粒子滤波的精度不但依赖于重要性密度函数

的选择，而且对量测似然函数（或量测模型）的精
度要求也较高，否则在粒子权重的计算过程中会
产生较大误差，将严重影响粒子的重采样过程，甚
至引起发散［５］．实际情况中，由于复杂的环境因
素、不稳定的测量设备、模型和参数的选取不当等
原因常常带来未知的系统误差．传统的粒子滤波
方法不能对这种未知的系统误差进行补偿．文献
［６］为了消除这种未知的系统误差，提出了一种线
性增量Ｋａｌｍａｎ滤波方法，大大地提高了滤波精
度．文献［７－９］进一步提出能有效地消除系统误
差的扩展增量 Ｋａｌｍａｎ滤波方法、自适应增量滤
波方法和无迹增量滤波方法，并建立了非线性增
量量测方程．本文主要在考虑非线性、非高斯的增
量量测方程基础上，提出增量粒子滤波（ｉｎｃｒｅ－
ｍｅｎｔａｌ　ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｆｉｌｔｅｒ，ＩＰＦ）方法，该方法能够消除
非线性滤波中未知的系统误差，使非线性滤波的
精度得到有效地提高．

１　非线性离散增量系统

文献［７］总结了工程实践中的系统方程，提出
了一般的非线性离散增量系统

Ｘｋ＝ｆｋ－１（Ｘｋ－１，Ｗｋ－１）　 （１）

ΔＺｋ＝ｈｋ（Ｘｋ，Ｘｋ－１，Ｖｋ）　 （２）
式中Ｘｋ 为状态向量；ΔＺｋ＝Ｚｋ－Ｚｋ－１为量测向量
增量；Ｚｋ 为量测向量；ｆｋ（·）和ｈｋ（·）为非线性
向量离散函数；Ｗｋ 和Ｖｋ 分别为系统噪声向量和
量测噪声向量．Ｗｋ 和Ｖｋ 是互不相关的零均值高
斯白噪声，方差阵分别为Ｑｋ 和Ｒｋ，并且满足

Ｅ［Ｗｋ］＝０

Ｃｏｖ［Ｗｋ，Ｗｊ］＝Ｅ［ＷｋＷＴ
ｊ］＝Ｑｋδｋ　ｊ

Ｅ［Ｖｋ］＝０
Ｃｏｖ［Ｖｋ，Ｖｊ］＝Ｅ［ＶｋＶＴ

ｊ］＝Ｒｋδｋ　ｊ
Ｃｏｖ［Ｗｋ，Ｖｊ］＝Ｅ［ＷｋＶＴ

ｊ］

烅

烄

烆 ＝０

　 （３）

在工程中，传统的量测方程存在系统误差，而
本文中增量量测方程式（２）的增量ΔＺｋ 的系统误
差为相对小量，可忽略不计．

２　增量粒子滤波方法

２．１　状态扩维

为便于处理，对上述非线性离散增量系统式

（１）和式（２）进行扩维，令Ｘａｋ＝（Ｘｋ，Ｘｋ－１）Ｔ，则新
的非线性离散增量系统为

Ｘａｋ＝ｆｋ－１（Ｘａｋ－１，Ｗａ
ｋ－１）　 （４）

ΔＺｋ＝ｈｋ（Ｘａｋ，Ｖａｋ）　 （５）

式中Ｗａ
ｋ－１＝（Ｗｋ－１，Ｗｋ－２）Ｔ 和Ｖａｋ＝（Ｖｋ，Ｖｋ－１）Ｔ．
进行扩维后的增量概率模型为

ｐ（Ｘａｋ｜Ｘａｋ－１）　 （６）

ｐ（ΔＺｋ｜Ｘａｋ）　 （７）

并假设系统状态Ｘａｋ 服从１阶 Ｍａｒｋｏｖ过程，增量
量测向量ΔＺｋ 独立，系统状态的初始先验密度为

ｐ（Ｘａ０）．式（６）由ｆｋ（·）和系统噪声分布ｐ（Ｗａ
ｋ－１）

决定；式（７）由ｈｋ（·）和量测噪声分布ｐ（Ｖａｋ）
决定．
为了方便起见，下文仍以Ｘｋ 代替Ｘａｋ 表示系

统状态向量，以Ｗｋ－１代替Ｗａ
ｋ－１表示系统噪声向

量，以Ｖｋ 代替Ｖａｋ 表示量测噪声向量．

２．２　Ｂａｙｅｓ估计滤波

Ｂａｙｅｓ估计的主要思想是利用先验知识和实
际观测数据来构造未知系统状态的概率密度函

数．Ｂａｙｅｓ递推滤波由两个步骤组成———预测和
更新．
设ｘ０：ｋ代表未知状态变量序列，即ｘ０：ｋ＝

｛ｘｉ：ｉ＝０，…，ｋ｝，Δｚ１：ｋ代表增量量测变量序列，
即Δｚ１：ｋ＝｛Δｚｉ：ｉ＝１，…，ｋ｝．则对于ｋ时刻的后验
概率密度ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ），递推过程可以表示如下
预测

ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ－１）＝

∫ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）ｐ（ｘｋ－１｜Δｚ１：ｋ－１）ｄｘｋ－１ （８）

　　更新

ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ）＝ｐ
（Δｚｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ－１）
ｐ（Δｚｋ｜Δｚ１：ｋ－１） 　（９）

式中ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）为Ｘｋ在Ｘｋ－１＝ｘｋ－１时的条件概
率密度函数，ｐ（Δｚｋ｜ｘｋ）为增量似然函数，

ｐ（Δｚｋ｜Δｚ１：ｋ－１）＝

ｐ（Δｚｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ－１）ｄｘｋ－１ｄｘｋ （１０）
是归一化常数．

２．３　序贯重要性采样

序贯 重 要 性 采 样 （ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ　ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ
ｓａｍｐｌｉｎｇ，ＳＩＳ）的主要思想是利用系统生成的随
机样本的加权组合来表示相应的后验概率密度，
并利用这些随机样本和权重值计算状态的估

计值．
依据上述 Ｍａｒｋｏｖ过程的假设，有

２０２１
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ｐ（ｘ０：ｋ）＝
ｋ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ｜ｘｉ－１） （１１）

ｐ（Δｚ１：ｋ｜ｘ０：ｋ）＝
ｋ

ｉ＝１
ｐ（Δｚｉ｜ｘｉ） （１２）

　　则这些概率密度函数随时间的变化如图１
所示．

图１非线性增量系统的概率密度函数图解模型

Ｆｉｇ．１Ｇｒａｐｈ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ　ｓｙｓｔｅｍｓ

已知系统的状态先验条件概率ｐ（ｘ０），利用
带有权重系数的粒子｛ｘｉｋ，ωｉｋ：ｉ＝１，…，Ｎ｝来描述

ｋ时刻的后验概率密度ｐ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ），则ｋ时刻
的后验概率密度可近似表示为

ｐ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）≈∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｋδ（ｘ０：ｋ－ｘｉ０：ｋ）（１３）

式中权重系数ωｉｋ是相应采样粒子ｘｉｋ的归一化权

重值，即∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｋ ＝１．

实际中，由于ｐ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）采样困难，则可
以利用重要性密度函数ｑ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）进行采样．
若粒子｛ｘｉｋ：ｉ＝１，…，Ｎ｝可由ｑ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）得到，
则权重值为

ωｉｋ∝ｐ
（ｘｉ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）
ｑ（ｘｉ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）　

（１４）

若ｑ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）可以分解为

ｑ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）＝
ｑ（ｘｋ｜ｘ０：ｋ－１，Δｚ１：ｋ）ｑ（ｘ０：ｋ－１｜Δｚ１：ｋ－１）　 （１５）

并且ｐ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）可分解为

ｐ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）＝ｐ
（Δｚｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）
ｐ（Δｚｋ｜Δｚ１：ｋ－１） ×

ｐ（ｘ０：ｋ－１｜Δｚ１：ｋ－１）∝
ｐ（Δｚ１：ｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）ｐ（ｘ０：ｋ－１｜Δｚ１：ｋ－１）　

（１６）
则重要性权重值更新公式为

ωｉｋ∝ωｉｋ－１ｐ
（Δｚｋ｜ｘｉｋ）ｐ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１）
ｑ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ） 　 （１７）

从而，后验概率密度的加权近似为

ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ）≈∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｋδ（ｘｋ－ｘｉｋ） （１８）

２．４　重采样技术

实际应用中，粒子滤波存在较严重的粒子退
化问题，严重影响了滤波效果［５］．为了解决粒子滤
波算法的退化问题，引入了重采样技术和优选重
要性密度函数两种方法．
重采样技术的基本思想是通过对带有权重值

的粒子｛ｘｉｋ，ωｉｋ：ｉ＝１，…，Ｎ｝表示的后验概率密度

ｐ（ｘｋ｜Δｚ１：ｋ）重采样Ｎｓ次，产生新的粒子｛ｘｉ
＊

ｋ ：ｉ＝

１，…，Ｎｓ｝，使得ｐ（ｘｉ
＊

ｋ ＝ｘｊｋ）＝ωｊｋ．由于重采样是

独立同分布的，重新设置权重值为ωｊｋ＝１Ｎｓ．

重采样使用的一个准则是有效样本容量［１０］，即

Ｎｅｆｆ＝ Ｎ
１＋Ｖａｒ（珔ωｉｋ）　

（１９）

式中珔ωｉｋ为真权重值，其表达式为

珔ωｉｋ＝ ｐ（ｘｉｋ｜Δｚ１：ｋ）
ｐ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ）　

（２０）

实际中，有效样本容量用下式估计

Ｎ^ｅｆｆ＝ １

∑
Ｎ

ｉ＝１

（ωｉｋ）２
（２１）

式中ωｉｋ是由权重值更新公式定义的归一化权重值．
过小的Ｎｅｆｆ就意味着严重退化，需要重新采

样．因此可以设定一个阈值Ｎｔｈ，如果Ｎｅｆｆ＜Ｎｔｈ，
则采用重采样算法，重采样后的所有粒子的权重
值被赋为相同的值．
重采样会导致样本枯竭，即多次使用有较大

权重值的粒子，从而使采样结果中包含了大量重
复粒子，损失了粒子的多样性．

２．５　优选重要性密度函数

克服退化现象的另一个方法，就是选取恰当
的重要性密度函数ｑ（ｘ０：ｋ｜Δｚ１：ｋ）．选取重要性密
度函数遵循的两大原则是易采样和权重系数的方

差最小．在给定｛ｘｉ０：ｋ－１：ｉ＝１，…，Ｎ｝及Δｚ１：ｋ的情
形下使得权系数方差最小的最优重要性密度函

数为［１１］

ｑ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ）ｏｐｔ＝ｐ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ）＝

ｐ（Δｚｋ｜ｘｋ，ｘｉｋ－１）ｐ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１）
ｐ（Δｚｋ｜ｘｉｋ－１） 　 （２２）

将式（２２）代入式（１７）得

ωｉｋ ∝ωｉｋ－１ｐ（Δｚｋ｜ｘｉｋ－１）＝

ωｉｋ－１∫ｐ（Δｚｋ｜ｘｉｋ）ｐ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１）ｄｘｉｋ （２３）

３０２１
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可见，选取重要性密度时，需要从ｐ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ）
采样并计算式（２３）中的积分．通常情况下这两点
都不容易做到，但是当ｘｋ为有限集或ｐ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１，

Δｚｋ）为高斯函数时是可行的［１２］．
从实际应用角度，常用的重要性密度函数是

易于实现的先验密度函数

ｑ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ）＝ｐ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１）　 （２４）
此时，有

ωｉｋ∝ωｉｋ－１ｐ（Δｚｋ｜ｘｉｋ）　 （２５）

２．６　增量粒子滤波算法

针对扩维后的增量概率模型式（６）和式（７），
可得到增量粒子滤波算法，归纳如下（算法流程见
图２）．

图２增量粒子滤波算法流程图

Ｆｉｇ．２ＩＰＦ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｌｏｗ　ｃｈａｒｔ

１）初始化．ｋ＝０，由状态先验条件概率ｐ
（ｘ０）采样，得到粒子ｘｉ０：ｉ＝１，…，Ｎ，并赋予相同

的权重ωｉ０＝１Ｎ
：ｉ＝１，…，Ｎ．

２）更新．在ｋ时刻，从建议分布中采样ｘｉｋ～
ｑ（ｘｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ），ｉ＝１，…，Ｎ，并更新粒子权重值

ωｉｋ＝ωｉｋ－１ｐ
（Δｚｋ｜ｘｉｋ）ｐ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１）
ｑ（ｘｉｋ｜ｘｉｋ－１，Δｚｋ）

ｉ＝１，…，Ｎ　 （２６）

归一化，得

ωｉｋ ＝ ωｉｋ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｋ

（２７）

则可得ｋ时刻状态参数ｘｋ的最小均方估计

ｘ^ｋ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｋｘｉｋ （２８）

　　３）重采样．若 Ｎ^ｅｆｆ＜Ｎｔｈ，则进行重采样，将原
来的带权样本｛ｘｉｋ，ωｉｋ：ｉ＝１，…，Ｎ｝映射为等权样
本｛ｘｉｋ，Ｎ－１：ｉ＝１，…，Ｎ｝．
４）预测．方差估计为

Ｐｋ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ωｉｋ（ｘｉｋ－ｘ^ｋ）（ｘｉｋ－ｘ^ｋ）Ｔ （２９）

　　５）令ｋ＝ｋ＋１，返回２）．

３　计算机仿真验证

考虑单变量非平稳增长模型（ｕｎｉｖａｒｉａｔｅ　ｎｏｎ－
ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ　ｇｒｏｗｔｈ　ｍｏｄｅｌ，ＵＮＧＭ）［１３－１４］．

ｘｋ＝ｆｋ－１（ｘｋ－１）＋ｗｋ－１　 （３０）

ｚｋ＝
ｘ２ｋ
２０＋ａｋ＋ｖ

＊
ｋ 　 （３１）

式中

ｆｋ－１（ｘｋ－１）＝

０．５ｘｋ－１＋
２．５ｘｋ－１
１＋ｘ２ｋ－１

＋８ｃｏｓ（１．２ｋ）　 （３２）

这里采用的增量量测方程为

Δｚｋ＝１２０
（ｘ２ｋ－ｘ２ｋ－１）＋ｖｋ　 （３３）

其中增量量测量Δｚｋ 已消除量测数据中的系统
误差。
式（３０）和式（３３）中，ｗｋ 和ｖｋ 是独立的高斯

白噪声序列，且ｗｋ 的均值ｑ＝０和方差Ｑ＝０．１，ｖｋ
的均值ｒ＝０和方差Ｒ＝１，并取状态初始值ｘ０＝
３，误差阵初值Ｐ０＝２，量测系统误差ａｋ＝３为未
知量，采样粒子数为１００．计算时长为５０ｓ，采样周

期为Ｔ＝１ｓ．重新采样阈值取为 Ｎｔｈ＝２００３
，重采

样方法采用多项式重采样［１４－１５］．
本文仿真的部分过程如下．
１）初始化
从正态分布Ｎ（０，０．１）的概率密度函数进行

采样，如图３所示，每个粒子赋予相同的权重ωｉ０＝
０．０１：ｉ＝１，…，１００．

２）更新和重采样过程
此次仿真中，ＩＰＦ和ＰＦ分别进行了１４次和２８

次重采样．下面分别给出ｘｋ 在第１，１９，２０步的采
样粒子和重采样粒子以及相应的权重．由于进行重
采样后，权重都会赋为ωｉ０＝０．０１：ｉ＝１，…，１００，因
此，图４～图７中不再给出ＩＰＦ和ＰＦ均进行重采
样后的权重图．
３）状态估计和误差比较

４０２１
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图３ＩＰＦ和ＰＦ的初始采样

Ｆｉｇ．３Ｉｎｉｔｉａｌ　ｓａｍｐｌｅ　ｐａｒｔｉｃｌｅｓ　ｏｆ　ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ

图４ＩＰＦ和ＰＦ的采样和重采样（ｘ１）

Ｆｉｇ．４Ｓａｍｐｌｅ　ａｎｄ　ｒｅｓａｍｐｌｅ　ｐａｒｔｉｃｌｅｓ　ｆｒｏｍ

ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ（ｘ１）

图５ＩＰＦ和ＰＦ的采样（ｘ１９）

Ｆｉｇ．５Ｓａｍｐｌｅ　ｐａｒｔｉｃｌｅｓ　ｆｒｏｍ　ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ（ｘ１９）

图６ＩＰＦ和ＰＦ的粒子权重（ｘ１９）

Ｆｉｇ．６Ｐａｒｔｉｃｌｅｓ　ｗｅｉｇｈｔｓ　ｏｆ　ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ（ｘ１９）

图７ＩＰＦ和ＰＦ的采样和重采样（ｘ２０）

Ｆｉｇ．７Ｓａｍｐｌｅ　ａｎｄ　Ｒｅｓａｍｐｌｅ　ｐａｒｔｉｃｌｅｓ　ｆｒｏｍ

ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ（ｘ２０）

最后给出滤波结果及相应的状态估计的误差

（如表１，图８～图９），并给出滤波误差的均方根
误差ＲＭＳＥ（量符号记为Ｅｒｍｓ），其计算公式为

Ｅｒｍｓ＝ ［１１００∑
１００

ｉ＝１

（ｘｉ－珚ｘ）］１／２ （３４）

表１　滤波误差均值和均方根误差

Ｔａｂｌｅ　１　Ｍｅａｎ　ａｎｄ　ＲＭＳＥ　ｏｆ　ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ　ｅｒｒｏｒｒ

滤波方法 均值 均方根误差

ＰＦ　 ０．５２９６　 １．９８２９

ＩＰＦ　 ０．２８９６　 ０．５９３２

从过程２）更新和重采样中可看到增量粒子
滤波重采样的次数要明显小于粒子滤波（减少了

４１．７％），这表明增量粒子滤波的粒子退化较轻，

５０２１
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图８ＩＰＦ和ＰＦ的状态估计比较

Ｆｉｇ．８Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｔａｔｅ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｏｆ

ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ

图９ＩＰＦ和ＰＦ的状态误差比较

Ｆｉｇ．９Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｔａｔｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ

ＩＰＦ　ａｎｄ　ＰＦ

能更好地保存粒子的多样性．从图８和图９中可
以看到：增量粒子滤波很好地跟踪了真值，而粒子
滤波大部分很好地跟踪了真值，但在第１０，３１，

３２，３３步引起了较大的误差．图９给出两种方法
估计值与真实值的误差图，可以看到，增量粒子滤
波与真值的误差比粒子滤波的误差更接近于０．
从表１给出的滤波误差均值和均方根误差中，可
以看出系统误差对粒子滤波的滤波结果影响较

大，但增量粒子滤波能够消除这种未知的系统误
差对滤波的影响，滤波误差均值和均方根误差分
别降低了４５．３％和７０．１％，得到了较好的状态估
计．这表明增量粒子滤波方法能更好地消除这种
影响滤波结果的未知系统误差，有效地改善了滤
波效果．

４　结　论

１）由于复杂的环境因素、不稳定的测量设备
等一系列原因，使得测量数据含有一种未知的系
统误差．此系统误差会影响似然函数，从而影响粒
子权重值和粒子的重采样过程．
２）本文通过增量的形式，修正了量测似然函
数，建立了精确的增量粒子滤波模型，优化了粒子
权重的计算过程．
３）基于一般的非线性、非高斯增量系统，本
文提出了增量粒子滤波方法．它不但能够消除未
知系统误差对非线性滤波的影响性，而且能够减
少重采样的次数，较好地保存了粒子的多样，从而
有效地改善了非线性滤波的效果．仿真效果也表
明了此方法有效．
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