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基于固定任务混频的寿命相关载荷分布特性
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摘　　　要：为了对航空发动机结构件使用可靠性进行分析，需要对基于固定任务混频的寿命相关载荷的

分布特性进行研究．采用数理统计的方法根据独立同分布中心极限定理对飞行载荷的累计过程进行了研究，

推导了载荷累积函数的分布，从理论上证明了基于固定任务混频的寿命相关累积载荷，随着飞行剖面的累加

而趋于正态分布．给出了基于固定任务混频的寿命相关载荷的分布特性算法，采用数学试验的方法用４个算

例对基于固定任务混频的飞行过程进行了模拟，从而对理论分析的结果进行了验证．分析表明载荷累积函数

的变异系数随累积飞行剖面数增加而下降．
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　　航空发动机的可靠工作，是飞机飞行安全的
重要保证［１］．结构件使用可靠性历来都是航空发
动机的设计和使用者最重要的关注点之一［２－４］．
航空发动机的使用载荷可分为强度相关载荷

和寿命相关载荷．强度相关载荷为静载荷，不随时
间而累加，作用在构件上的强度相关载荷超过构
件所能承受的强度极限则构件失效．强度相关载
荷表现为瞬时性，主要对零部件强度造成影响，如
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振动类载荷、过载等．而寿命相关载荷指的是这样
一些载荷，其在一段时间之内的作用与某种寿命
消耗相关联，其作用具有可加性，影响发动机零部
件的耐久可靠性．寿命相关载荷在持续、多次作用
下使构件失效，如低循环疲劳载荷、高循环疲劳载
荷（与陀螺力矩相关的）、持久载荷、蠕变载荷等就
是寿命相关载荷．
到目前为止，已经开展了许多有关发动机结

构可靠性方面的研究工作，主要集中在材料特性
随机化、结构随机化两个方面，并相应地发展了随
机有限元和各种可靠性仿真方法［５－１０］．上述这些
研究的目标可归结为一个，那就是实现结构的抗
损伤特性随机化．在载荷的随机性对可靠性的影
响方面也开展了一些研究，但是没有区分强度相
关载荷和寿命相关载荷的不同的散度性质［１１－１３］，
没有把寿命相关载荷作为一个过程累积量进行

分析［１４］．
寿命相关载荷具有与发动机寿命相关的累加

性．构件加工完毕，装到发动机上，各个构件的材
料和加工工艺特性就已经确定，各台发动机上的
同件号构件的内在抗损伤特性就已构成．也就是
说，构件的材料和加工工艺特性在发动机使用的
时间坐标原点上就已经赋予．寿命相关载荷是在
发动机投入使用后才开始作用于构件上，它是一
个累积的量，它随机地、一个剖面一个剖面地累加
作用于发动机构件上．正是由于构件的这种抗损
伤强度的固有性（使用前赋予）和致损载荷的累加
性，使得抗损伤强度散度和载荷散度对构件可靠
性的影响方式产生了很大的差别．前者对构件寿
命散度的影响不随（或基本不随）使用寿命而改
变，后者随使用寿命的增加而变化．因此，研究寿
命相关载荷的累积过程，给出累积载荷分布特性，
对发动机可靠性分析十分必要．固定飞行任务混
频，就意味着固定的飞行任务集合，固定的飞行任
务组合频比和每个飞行任务给定单一的飞行剖面

载荷．这是发动机可靠性分析最常用的先决条件，
本文的研究也就从这里开始．本文主要针对寿命
相关载荷分布特性进行研究．

１　基于固定任务混频的飞行载荷
累积过程

１．１　固定任务混频的载荷库

寿命相关载荷是飞机所历经飞行剖面产生的

载荷累积．如低循环疲劳寿命相关载荷是历经飞
行剖面所产生的折合标准低循环数的累积；持久

和蠕变寿命相关载荷是历经飞行剖面所用发动机

大状态工作时间的累积；与发动机总工作时间有
关的寿命相关载荷则是历经飞行剖面的长度的累

积等．
由此可见，寿命相关载荷是一个以飞行剖面

累积为自变量的载荷累积函数．该函数随剖面累
积的变化，构成一个寿命相关载荷的过程．
固定任务混频所对应的某一种载荷的载荷库

Ｚ，是由任务混频Ｑ和各任务的该种载荷的集合
Ｒ 所构成

Ｚ＝ ｛Ｒ，Ｑ｝

Ｒ＝ ｛ｒｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ｝

Ｑ＝ ｛ｑｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ｝
其中ｒｉ为任务ｉ所对应的载荷；ｑｉ为任务ｉ的频率；
载荷库载荷期望值

Ｅ（Ｒ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｒｉｑｉ ＝μ （１）

载荷库载荷均方差

Ｄ（Ｒ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

（ｒｉ－μ）
２ｑｉ＝σ２ （２）

１．２　飞行载荷累计过程

由于在固定任务混频条件下的每次飞行任务

选择都是在同一个载荷库中抽样完成，这种选择
与飞行历史无关．抽样样本在统计学上是所谓独
立同分布的．第ｊ架飞机的ｋ次载荷的叠加，就构
成了该架飞机第ｋ次飞行后的累积载荷

Ｙｊ，ｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｙｊ，ｉ （３）

其中ｙｊ，ｉ为第ｊ架飞机的第ｉ次载荷，ｉ＝１，２，…，

ｋ，ｎ架飞机第ｋ次飞行后的累积载荷集合为
Ｙｋ ＝ ｛Ｙｊ，ｋ，ｊ＝１，２，…，ｎ｝ （４）

１．３　载荷累积函数的分布

由式（３）、式（４）有

Ｙ１，ｋ ＝ｙ１，１＋ｙ１，２＋…＋ｙ１，ｋ
Ｙ２，ｋ ＝ｙ２，１＋ｙ２，２＋…＋ｙ２，ｋ

……

Ｙｎ，ｋ ＝ｙｎ，１＋ｙｎ，２＋…＋ｙｎ，ｋ
观察发现上列等式的等号右侧各数列可成矩阵

ｙ１１ … ｙ１ｋ
 

ｙｎ１ … ｙ

烄

烆

烌

烎ｎｋ
　　由载荷累积过程可知ｙｊ，ｉ（ｊ＝１，２，…，ｎ；ｉ＝
１，２，…，ｋ）为独立同分布抽样随机数．当抽样样
本ｎ很大时，矩阵每一列的数学期望和均方差将
与数据库非常接近．因此

３３
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Ｅ（Ｙｋ）＝ １ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｙｊ，ｋ ＝ｋμ （５）

Ｄ（Ｙｋ）＝Ｄ（∑
ｋ

ｉ＝１
ｙｊ，ｋ）＝∑

ｋ

ｉ＝１
Ｄ（ｙｊ，ｋ）＝ｋσ２

（６）
标准差

Ｓ（Ｙｋ）＝ Ｄ（Ｙｋ槡 ）＝槡ｋσ （７）

　　根据独立同分布中心极限定理［１５］，如果构成

任意一架飞机的累积载荷Ｙｊ，ｋ 的随机量ｙｊ，１，

ｙｊ，２，…，ｙｊ，ｋ 是独立同分布，且具有数学期望和均
方差

Ｅ（ｙｊ，ｉ）＝μ　ｉ＝１，２，…，ｋ

Ｄ（ｙｊ，ｉ）＝σ２　ｉ＝１，２，…，ｋ

则Ｙｊ，ｋ 的标准化变量Ｗｊ，ｋ ＝
Ｙｊ，ｋ－ｋμ
槡ｋσ
的分布函

数Ｆｋ 对于任意的ｘ满足

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｆｋ ＝ｌｉｍ

ｋ→∞
Ｐ
Ｙｊ，ｋ－ｋμ
槡ｋσ

≤｛ ｝ｘ ＝

∫
ｘ

－∞

１
２槡π
ｅ－ｔ

２／２ｄｔ＝Φ（ｘ） （８）

也就是说，当ｋ充分大时，Ｗｊ，ｋ ＝
Ｙｊ，ｋ－ｋμ
槡ｋσ
近似

于标准正态分布．
记Ｙｋ ＝ ｛Ｙｊ，ｋ，ｊ＝１，２，…｝的数学期望

μｋ ＝Ｅ（Ｙｋ）＝ｋμ　ｋ＝１，２，… （９）

标准差

σｋ ＝Ｓ（Ｙｋ）＝ Ｄ（Ｙｋ槡 ）＝槡ｋσ　ｋ＝１，２，…
（１０）

变异系数

γｋ ＝σｋ
μｋ
＝ １
槡ｋ
（σ
μ
）　ｋ＝１，２，… （１１）

变异系数也称离散系数，为标准差与均值的比值，

反映了单位均值上的离散程度．
由式（８）可得

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ Ｙｊ，ｋ－μｋσｋ ≤｛ ｝ｘ ＝

∫
ｘ

－∞

１
２槡π
ｅ－ｔ

２／２ｄｔ＝Φ（ｘ） （１２）

令ｔ＝ｕ－μｋσｋ
，则式（１２）右边变为

∫
ｘσｋ＋μｋ

－∞

１
２槡πσｋ

ｅ－
１
２

ｕ－μｋ
σ（ ）ｋ

２

ｄｕ

左边变为

ｌｉｍ
ｘ→∞
Ｐ｛Ｙｊ，ｋ ≤ｘσｋ＋μｋ｝

　　记ｖ＝ｘσｋ＋μｋ，则式（１２）变为

ｌｉｍ
ｘ→∞
Ｐ｛Ｙｊ，ｋ ≤ｖ｝＝∫

ｖ

－∞

１
２槡πσｋ

ｅ－
１
２

ｕ－μｋ
σ（ ）ｋ

２

ｄｕ

（１３）

　　式（１３）说明，当ｋ充分大时，Ｙｋ ＝ ｛Ｙｊ，ｋ，ｊ＝
１，２，…｝的分布函数Ｆｋ 近似于正态分布Ｎ（μｋ，

σｋ）．

２　基于固定任务混频的飞行模拟

本节拟用数学试验的方法模拟基于固定任务

混频的飞行过程，以验证前述理论分析结果的合
理性．

２．１　载荷累积的随机抽样方法

载荷累积函数

ｆｋ ＝ｆｋ－１＋δ （１４）

或

Ｆｋ ＝Ｆｋ－１＋Δ

其中δ为函数ｆｋ相对ｆｋ－１的增量；Ｆｋ为ｆｋ的集
合，Δ为δ的集合．
记载荷库的载荷积累概率为ｑｉ ∈ ［０，１），其

数学表达为

ｑｉ＝Ｆ（ｒ１，ｉ） （１５）

其中ｒ１，ｉ为寿命相关载荷；ｉ＝０，１，２，…，ｍ；ｑ０＝
０，ｒ０ ＝０．
用均匀分布随机数生成函数生成随机数ｒ∈

（０，１），若

ｑｉ－１ ＜ｒ≤ｑｉ （１６）

则取

δ＝ｒ１，ｉ

　　 这就是离散分布随机量的 Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ
方法［１６］．

２．２　算例载荷库

算例共４个，相关载荷库具体数据见表１～
表４，４个算例的统计特性见表５．表中的“载荷强
度”是一个泛指的量：对于低循环疲劳，指的是某
一个飞行剖面所产生的当量标准循环数；对于陀
螺力矩高循环疲劳，指的是任务剖面的当量标准
陀螺力矩循环次数；对于持久载荷，指的是剖面的
当量标准状态持久寿命消耗时间；而对于蠕变
载荷，指的是剖面的当量标准状态蠕变寿命消
耗时间．
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表１　载荷强度的任务混频（算例１）

Ｔａｂｌｅ　１　Ｔａｓｋ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｍｉｘｉｎｇ　ｏｆ　ｄｕｒａｂｉｌｉｔｙ　ｌｏａｄ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ（ｅｘａｍｐｌｅ　１）

载荷强度 １．０　 １．１　 １．９　 ２．０　 ２．４　 ２．５　 ２．６　 ２．９　 ３．０　 ３．１

累积概率 ０．０７６　９　 ０．１５８　７　 ０．２４５　８　 ０．２９６　９　 ０．３５２　２　 ０．３９３　５　 ０．４１４　５　 ０．５０７　８　 ０．５３３　１　 ０．５６９　４

载荷强度 ３．３　 ３．８　 ３．９　 ４．２　 ４．３　 ４．４　 ４．８　 ５．９　 ６．０　 ６．７

累积概率 ０．６０２　０　 ０．６５９　８　 ０．６８８　１　 ０．７５０　８　 ０．７７４　８　 ０．８０６　９　 ０．８３５　４　 ０．８７２　３　 ０．８７９　１　 ０．９２０　２

载荷强度 １０．９　 １１．１　 １１．８　 １２．２　 １２．３　 １２．４　 １２．８　 １８．０　 ２２．７　 ４３．１

累积概率 ０．９２７　４　 ０．９７４　１　 ０．９７８　６　 ０．９８３　５　 ０．９８５　４　 ０．９８７　９　 ０．９９０　１　 ０．９９３　０　 ０．９９６　３　 １

表２　载荷强度的任务混频（算例２）

Ｔａｂｌｅ　２　Ｔａｓｋ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｍｉｘｉｎｇ　ｏｆ　ｄｕｒａｂｉｌｉｔｙ　ｌｏａｄ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ（ｅｘａｍｐｌｅ　２）

载荷强度 ２．１　 ４．２　 ６．０　 ９．０　 １２．９　 １６．１　 ２０．７　 ２６．０　 ３０．１

累积概率 ０．０２　 ０．０３　 ０．１０　 ０．１１　 ０．２４　 ０．５０　 ０．６４　 ０．７４　 １

表３　载荷强度的任务混频（算例３）

Ｔａｂｌｅ　３　Ｔａｓｋ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｍｉｘｉｎｇ　ｏｆ　ｄｕｒａｂｉｌｉｔｙ　ｌｏａｄ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ（ｅｘａｍｐｌｅ　３）

载荷强度 ２．１　 ４．２　 ６．０　 ９．０　 １２．９　 １６．１　 ２０．７　 ２６．０　 ３０．１

累积概率 ０．０２　 ０．０３　 ０．１０　 ０．１１　 ０．２４　 ０．３４　 ０．４８　 ０．５８　 １

表４　载荷强度的任务混频（算例４）

Ｔａｂｌｅ　４　Ｔａｓｋ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｍｉｘｉｎｇ　ｏｆ　ｄｕｒａｂｉｌｉｔｙ　ｌｏａｄ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ（ｅｘａｍｐｌｅ　４）

载荷强度 ２．１　 ４．２　 ６．０　 ９．０　 １２．９　 １６．１　 ２０．７　 ２６．０　 ３０．１

累积概率 ０．０２　 ０．０３　 ０．１０　 ０．１０１　 ０．１０５　 ０．１０６　 ０．２０６　 ０．３０６　 １

表５　４算例分布特性

Ｔａｂｌｅ　５　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　４ｅｘａｍｐｌｅｓ

算例 １　 ２　 ３　 ４

均值 ３．８８１　９　 １９．７８１　０　 ２２．０２１　０　 ２６．１４０　１

标准差 ３．７５１　５　 ８．０３０　３　 ８．６２１　９　 ７．７２６　９

变异系数 ０．９６６　４　 ０．４０６　０　 ０．３９１　５　 ０．２９５　６

２．３　算例计算结果

算例１累积载荷均值和标准差随累积剖面数
的变化，１　０００架飞机模拟值和理论值对比见表

６．理论值按式（５）、式（７）计算．从表中可以看出，
模拟值和理论值一致性是非常好的．
算例１飞行模拟计算得到的载荷累积函数分

布见图１～图３．图中，圈点为模拟数据点，实线为

表６　累积载荷分布参数随累积剖面数的变化（算例１，模拟１　０００架飞机）

Ｔａｂｌｅ　６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｌｏａｄ　ｖａｒｙｉｎｇ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｆｌｉｇｈｔ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ
（ｅｘａｍｐｌｅ　１ｗｉｔｈ　１　０００ａｉｒｃｒａｆｔｓ）

累积剖面数 １　 ５　 １０　 ５０　 １００　 ２００　 ４００

平均值
模拟 ３．８４９　４　 １９．５２９　 ３９．１９３　 １９５．３３　 ３８９．３５　 ７７７．７５　 １　５５７．２

理论 ３．８８１　９　 １９．４１０　 ３８．８１９　 １９４．１０　 ３８８．１９　 ７７６．３８　 １　５５２．８

标准差
模拟 ３．３４３　６　 ８．７９０　６　 １２．３７２　 ２６．１７０　 ３５．６１７　 ５３．５１９　 ７６．３６５

理论 ３．７５１　５　 ８．３８８　６　 １１．８６３　３　 ２６．５２７　 ３７．５１５　 ５３．０５４　 ７５．０３０

累积剖面数 ８００　 １　０００　 １　４００　 １　６００　 ２　０００　 ３　０００　 ４　０００

平均值
模拟 ３　１１０．１　 ５　４２５．０　 ６　２００．３　 ７　７５０．７　 ３　８８８．４　 １１　６５２　 １５　５３６

理论 ３　１０５．５　 ５　４３４．７　 ６　２１１．０　 ７　７６３．８　 ３　８８１．９　 １１　６４６　 １５　５２８

标准差
模拟 １０８．４６　 １４０．２４　 １４５．８５　 １６２．０２　 １２３．１７　 ２０９．５８７　 ２４３．２６０

理论 １０６．１１　 １４０．３７　 １５０．０６　 １６７．７７　 １１８．６３　 ２０５．４７８　 ２３７．２６６

５３
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图１　累积载荷的累积概率（１　０００台发动机，

第１０个剖面）

Ｆｉｇ．１　Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｌｏａｄ　ｃｕｍｕｌａｎｔ
（１　０００ｅｎｇｉｎｅｓ，ｔｈｅ　１０ｔｈ　ｆｌｉｇｈｔ　ｐｒｏｆｉｌｅ）

图２　累积载荷的累积概率（１　０００台发动机，

第１００个剖面）

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｌｏａｄ　ｃｕｍｕｌａｎｔ
（１　０００ｅｎｇｉｎｅｓ，ｔｈｅ　１００ｔｈ　ｆｌｉｇｈｔ　ｐｒｏｆｉｌｅ）

图３　累积载荷的累积概率（１　０００台发动机，

第１　０００个剖面）

Ｆｉｇ．３　Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｌｏａｄ　ｃｕｍｕｌａｎｔ
（１　０００ｅｎｇｉｎｅｓ，ｔｈｅ　１　０００ｔｈ　ｆｌｉｇｈｔ　ｐｒｏｆｉｌｅ）

根据模拟数据的均值和标准差计算的正态分布曲

线．４个算例模拟结果证明：基于固定任务混频的
累积载荷分布符合独立同分布中心极限定理，当
累积剖面数很大时，累积载荷分布趋于正态分布．
当载荷累积数等于１００时，４个算例的累积载荷
分布与正态分布已经非常接近．

３　基于固定任务混频的寿命相关
载荷基本分布特性

　　由式（９）、式（１０）和式（１１）可以得到３个非常
简洁有用的关系．这些关系都是载荷累积函数特征
值与载荷库载荷对应特征值之比构成的相对值．
相对均值

μｋ ＝μ
ｋ

μ
＝ｋ （１７）

　　相对标准差

σｋ ＝σｋσ ＝槡ｋ （１８）

　　相对变异系数

γｋ ＝σｋ
μｋ
＝σｋ
／μｋ
σ／μ

＝ １
槡ｋ

（１９）

其中ｋ＝１，２，…，为累积飞行剖面数．
相对变异系数的理论曲线和算例１的１　０００

台发动机模拟结果见图４，图中圈点为模拟数据
点，实线为理论曲线．

图４　相对变异系数的理论曲线和模拟结果
（１　０００台发动机）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ａｎｄ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ

ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
（１　０００ｅｎｇｉｎｅｓ）

由式（１７）～式（１９）可以得到下述结论：

１）载荷累积函数均值、标准差和变异系数分
别正比于载荷库载荷的均值、标准差和变异系数．
２）载荷累积函数均值、标准差和变异系数相

６３
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对值，分别是累积飞行剖面数的１次函数，１／２次
函数和－１／２次函数．载荷库载荷的特征值与载
荷累积函数同名特征值只有在累积飞行剖面数

ｋ＝１时相等，ｋ＞１时并不相等．因此，不能把载
荷库载荷的特征值当作载荷累积函数特征值．
３）载荷累积函数的变异系数随累积飞行剖
面数增加而下降．在累积飞行剖面数ｋ＜５００时，
变异系数下降尤为剧烈．说明随着寿命的增加，载
荷累积散度对构件可靠性的影响越来越小．当ｋ
很大时，例如ｋ＝２　０００～３　０００时，载荷累积函数
的变异系数仅为载荷库载荷变异系数的１．８％～
２．２％．此时，在构件可靠性分析时，也许不必考虑
载荷累积函数散度对构件寿命的影响．

４　结　论

本文研究了基于固定任务混频的飞行载荷累

积过程，给出了基于固定任务混频的寿命相关载
荷的分布特性算法，得到以下结论：

１）基于固定任务混频的寿命相关累积载荷
随着飞行剖面的累加而趋于正态分布．
２）载荷累积函数均值、标准差和变异系数分
别正比于载荷库载荷的均值、标准差和变异系数．
３）载荷累积函数与载荷库的均值、标准差和
变异系数相对值，分别是累积飞行剖面数的１次
函数，１／２次函数和－１／２次函数．
４）载荷累积函数的变异系数随累积飞行剖
面数增加而下降．
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