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不可压缩湍流的色散模型
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摘　　　要：分析了广泛存在于湍流运动中的能量逆转现象，揭示了其产生的原因，提出了湍流的色散性

质．在此基础上，修改了Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ假设，建立了包含色散效应的新的雷诺应力封闭式和湍流色散系数，给出

与不同模型相结合时，湍流色散系数所具有的不同形式，并阐述了湍流运动中能量的传递方向及条件．采用

不可压缩平板边界层流动和平面后台阶流动验证了其可信性和优越性．平板摩擦阻力系数及边界层速度型

与实验结果吻合良好，平面后台阶流动的流向再附长度、台阶边压力系数及湍流强度等参数均比标准ｋ－ε模

型更接近实验结果．结果表明：色散项的加入可以在不显著增加计算量的同时显著改善预测精度，模型具有

一定的工程应用价值．
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　第１期 董　鹤等：不可压缩湍流的色散模型

　　经典的湍流理论［１－２］认为，湍流运动存在黏
性、热传导和扩散３种效应，分别表示动量、热量
和质量由高值向低值的输运．这３种效应都使湍
流的动量、热量和质量分散，使物理场均匀化，故
统称为湍流的耗散效应，而且耗散效应是不可逆
的．１９４８年，Ｂｕｒｇｅｒｓ［３］系统分析了湍流的耗散机
制，提出Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，作为湍流的规范方程．在
此基础上，对于Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程进行雷诺平均
产生的不封闭项，人们多将其与分子扩散类比加
以模化．数十年来，以耗散机制为主导的理论催生
出了各式各样的湍流模型．然而，在许多湍流问题
中，能量逆转现象均被以不同方式发现，即大涡从
小涡获取能量，或者平均运动从脉动运动获取能
量，这就是所谓的负黏性问题［４］．湍流能量逆转现
象的发现使经典的湍流理论捉襟见肘．Ｌｉｎ［５］认
为，湍流能量逆转与湍流的波粒二象性紧密相关．
由于色散过程具有波粒二象性，因此高歌［６］在分
析了湍流的耗散与色散的相互作用之后，曾明确
指出，以耗散机制为主导的湍流理论忽视了色散
这一湍流的另一重要本质，有必要根据湍流耗散
与色散相互作用关系，使用包含色散项的方程取
代Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，作为湍流的规范方程．

１　数学模型

分别考察Ｂｕｒｇｅｒｓ方程和 ＫｄＶ方程行波解
的特性．
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ－ν

２　ｕ
ｘ２ ＝

０ （１）

　　ＫｄＶ方程

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ＋γ

３　ｕ
ｘ３ ＝

０ （２）

　　两方程在ν＞０和γ＞０的行波解［６］的示意图
分别见图１和图２．
由图１和图２可以看出，Ｂｕｒｇｅｒｓ方程具有连

续的冲击波解，表明其有波的特性．ＫｄＶ方程具
有稳定的孤立波解，表明其有粒子的特性．因此，
两方程相结合的 ＫｄＶ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程有望同时描
述湍流波的特性和粒子的特性．

ｕ
ｔ＋

ｕｕ
ｘ－ν

２　ｕ
ｘ２＋γ

３　ｕ
ｘ３ ＝

０ （３）

　　在文献［７］中，作者得到了 ＫｄＶ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方
程在ν＞０，γ＞０和ν＞０，γ＜０时鞍－焦轨道的行波
解，示意图分别见图３和图４．
对于图３中正色散的情况（γ＞０），行波以速

度ｃ向右行进时，波的场首先被ｕ２ 控制，进入孤
立波段，此时湍流耗散效应几乎不起作用，当波的
振幅达到最大时，场便被耗散引起的衰减振荡波
控制，波的尺度发生衰减，直至最后被ｕ１ 控制．这
一过程对应了湍流运动中湍涡级联散裂的过程．

图１　方程（１）行波解示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ　ｆｒｏｎｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（１）

图２　方程（２）行波解示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ　ｆｒｏｎｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（２）

图３　方程（３）行波解示意图（γ＞０）

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ　ｆｒｏｎｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（３）（γ＞０）

对于图４中负色散的情况（γ＜０），行波以速
度ｃ向右行进时，场首先被ｕ２ 控制，波的尺度逐
渐放大，最后被ｕ１ 控制，进入孤立波段．这一过程

１９
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对应了湍流运动中由大涡从小涡获取能量的能量

逆转过程．

图４　方程（３）行波解示意图（γ＜０）

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ　ｆｒｏｎｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（３）（γ＜０）

２　不可压缩湍流的色散模型

对于雷诺平均 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程中产生的
不封闭项雷诺应力，Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ假设：雷诺应力的
泛函公式是关于平均运动梯度的线性代数关系

式，而来流的湍流特性以参数形式（它的尺度和强
度）包含在线性关系式中，则不可压缩湍流的雷诺
应力封闭关系式可写作

－〈ｕ′ｉｕ′ｊ〉＝２νｔ〈Ｓｉｊ〉－２３ｋδｉｊ
（４）

其中νｔ为湍流黏度，Ｓｉｊ 为变形率张量．

Ｓｉｊ ＝ １２
ｕｉ
ｘｉ＋

ｕｊ
ｘ（ ）ｉ （５）

　　Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ假设只考虑了平均速度梯度与雷
诺应力的线性关系，为了弥补其中的不足，各式各
样的非线性湍流模型，包括显示代数应力模型，被
先后提出［８－１１］．然而，由于缺乏必要的理论依据，
单纯地依靠把雷诺应力用平均速度梯度高阶展开

来获取雷诺应力的非线性部分并不完全合理，也
就无法预测能量的正向传递（涡团级联散裂）和逆
向传递（能量逆转）的规律．
根据湍流的耗散与色散相互作用理论［６］，平

均速度的２阶梯度是构成色散项的必要参数，因
此，在构造雷诺应力的封闭式时，需考虑平均速度
的２阶梯度的影响．Ｍｅｎｔｅｒ等［１２］提出尺度自适
应（ＳＡＳ）模型时也曾敏锐地指出，雷诺应力模化
不能单独依靠速度１阶导数，也应该与其高阶导
数相关．
在二维剪切层中

－〈ｕ′ｖ′〉＝νｔｕｙ
（６）

　　若考虑平均速度的２阶梯度的影响，可将其
修正为

－〈ｕ′ｖ′〉＝νｔｕｙ－γ
２　ｕ
ｙ２

（７）

　　类似地，根据雷诺应力张量封闭的基本原
则［１３］，可以假设

－〈ｕ′ｉｕ′ｊ〉＝

２νｔ〈Ｓｉｊ〉－２γｋ
〈Ｓｉｊ〉
ｘｋ －２３ｋδｉｊ

（８）

式（８）即为修正后的带有色散项的雷诺应力封闭
式，其中γｋ 为色散系数．
色散系数是根据湍流的耗散与色散相互作用

理论分析得出的新的湍流参数，利用量纲分析，假
设色散系数具有如下形式：

γｋ ＝Ｃ＊γνｔτ２ ｋｘｋ
（９）

其中Ｃ＊γ 为模型常数，τ为积分时间尺度［１４］，对于
标准ｋ－ε模型，τ＝ｋ／ε，对于标准ｋ－ω模型，τ＝
ｋ
Ｃμω

．

本文得出的湍流的色散模型，并不是根据某
种具体流动问题得出的特定规律，而是描述广泛
存在于湍流运动现象中的色散效应．模型中包含
的物理机制越多，模型的适用范围越广［１３］，因此
该模型具有更好的通用性，原则上可以与任何线
性或非线性模型的尺度方程相结合，而且有望在
几乎不增大计算量的同时显著提高其计算精度．
若以ｋ和ε参数化，则

γｋ ＝Ｃγｋ
４

ε３
ｋ
ｘｋ

（１０）

建议Ｃγ ＝０．００６．
若以ｋ和ω参数化，则

γｋ ＝Ｃγｋω３
ｋ
ｘｋ

（１１）

建议Ｃγ ＝８．２３０．
模型常数Ｃγ 使用平面槽道湍流的直接数值

模拟结果计算并修正获得．
此时雷诺平均不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程

可表示为

〈ｕｉ〉
ｘｉ ＝

０ （１２）

〈ｕｉ〉
ｔ ＋〈ｕｊ〉

〈ｕｉ〉
ｘｊ

＝

－１
ρ
〈ｐ〉
ｘｉ ＋

（ν＋νｔ）
２〈ｕｉ〉
ｘｊｘｊ

－

γｋ ３〈ｕｉ〉
ｘｊｘｊｘｋ

（１３）
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３　湍流能量传递的方向

在湍动能输运方程中，湍动能生成项Ｐｋ ＝

τｉｊ
〈ｕｉ〉
ｘｊ

，表示雷诺应力通过平均运动的变形率

向湍流脉动运动输入的平均能量．若Ｐｋ ＞０，则
平均运动向脉动运动输入能量；若Ｐｋ ＜０，则脉
动运动向平均运动输入能量．在一维状态下，若

Ｐｋ ＜０，需

νｔ ｕ（ ）ｘ
２

－γ
２　ｕ
ｘ２
ｕ
ｘ＜

０ （１４）

　　对于简化为一维形式的ＫｄＶ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，
再由图３和式（４）可知，湍流能量逆转发生的必要
条件是发生负色散，即

γ＜０ （１５）

　　在式（１４）和式（１５）即构成的充分必要条件
下，湍流的能量逆向传递，发生能量逆转现象．反
之，湍流能量则正向传递，呈现湍涡级联散裂特征．

４　算例分析

４．１　平板边界层流动

作为最普通的壁湍流，平板边界层流动结构
简单，但其中的物理机制极为复杂，而且此种流动
在工程上应用广泛，各类流体机械工作的本质就
是通过流体和固体壁面的相互作用，来实现能量
的转移．本文算例按照 １９５１ 年 Ｗｉｅｇｈａｒｄｔ和

Ｔｉｌｌｍａｎｎ［１５］的实验数据建立，平板长度为５ｍ，故
选取２ｍ×５ｍ的矩形区域为计算域，进口采用均
匀来流边界条件，速度为２９．２ｍ／ｓ，出口采用压力
出口边界条件，上边界采用开放边界条件，下边界
采用无滑移壁面边界条件．湍流模型采用湍流色
散模型与标准ｋ－ε模型相结合，并采用标准壁面
函数，模型方程及常数见文献［１４］．
图５和图６显示了从平板前缘到尾部的摩擦

阻力系数分布和Ｘ＝４．１ｍ处的边界层速度型，
对比文献［１５］的实验数据后，看以看出，本文提出
的湍流色散模型的计算结果与实验数据基本符

合，初步验证了其可信性．不过由于此种流动结构
简单，多数湍流模型均能模拟出较为理想的结果，
因此，需要有较为复杂的流动，来继续检验本文提
出模型的可信性和优越性．

４．２　平面后台阶流动

平面后台阶流动是一种广泛存在的流动形

式，具有典型的分离再附特性．之前已经有学者对

平面后台阶流动做了许多实验研究［１６］和数值研

究［１７］，并获得了令人信服的结果．本文采用的后
台阶通道形状与文献［１６］中实验所用的通道形状
一致，台阶高度Ｈ＝３８．１ｍｍ，台阶前通道长度为

５　Ｈ，台阶后通道长度为３０　Ｈ，台阶前通道高度为

２　Ｈ．通道进口为充分发展流动，平均流速为

１８．６ｍ／ｓ，因此基于台阶高度的雷诺数为４．８×
１０４．通道出口距离再附点较远，采用压力出口边
界条件即可保证计算精度，使结果可信．上下壁面
均采用无滑移边界条件．

图５　摩擦阻力系数分布图

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ　ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图６　边界层速度型图

Ｆｉｇ．６　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅ　ｆｏｒ　ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｌａｙｅｒ

根据文献［１６］中实验测定，在上述条件下，流
向再附长度为７．０　Ｈ．计算结果显示，使用标准

ｋ－ε模型时，计算的流向再附长度为５．３　Ｈ，误差
较大；而将湍流色散模型与标准ｋ－ε模型相耦合
时，计算的流向再附长度为７．０６　Ｈ，误差仅为

０．８６％，满足工程需要精度．图７和图８分别显示
了使用２组模型计算的局部平均流线．
图９显示了台阶边压力系数分布的情况．可

以看出，在再附点附近，本文使用的模型比标准

３９
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ｋ－ε模型在计算精度上有了显著改善，说明在此
区域内，色散效应显著，本文使用的模型可以很好
地模拟湍流的色散效应．而在再附点之前，对于捕
捉压力系数最低值的位置，本文使用的模型比标
准ｋ－ε模型也有一定程度的改善．

图７　使用标准ｋ－ε模型计算的平均流线图

Ｆｉｇ．７　Ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　ｓｔａｎｄａｒｄ　ｋ－ε
ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ　ｍｏｄｅｌ

图８　使用本文模型计算的平均流线图

Ｆｉｇ．８　Ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒｓ

ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ　ｍｏｄｅｌ

图９　台阶边压力系数分布图

Ｆｉｇ．９　Ｓｕｒｆａｃｅ　ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｃｏｅｆｆｅｃｉｅｎｔ　ｏｎ　ｓｔｅｐ－ｓｉｄｅ　ｗａｌｌ

图１０则分别显示了台阶后不同位置 Ｘ ＝
１０．３３３　Ｈ，Ｘ＝８．５５３　Ｈ和Ｘ＝７．６６７　Ｈ的湍流强
度分布．与标准ｋ－ε模型相比，本文使用的色散模
型也有了相当显著的改善．
如图１０所示，本文使用湍流色散模型与标准

ｋ－ε模型耦合，分别计算了平板边界层流动和平面
后台阶流动，结合实验数据、理论分析以及与其他

模型对比摩擦阻力系数、边界层速度型、再附长
度、压力系数和湍流度的分布，不仅检验了本文提
出的湍流色散模型的可信度，而且展现了其优越
性，证实了添加色散项可以显著改善原有模型的
观点．因此，可以认为该模型具有很大的发展潜力
和工程应用价值．

图１０　湍流强度分布图

Ｆｉｇ．１０　Ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ

４９
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５　结　论

１）湍流是耗散与色散相互作用的物理过程，
应该使用可以同时反映耗散和色散机制的 ＫｄＶ－
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程来代替只可以反映耗散机制的Ｂｕｒ－
ｇｅｒｓ方程．

２）利用线性的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ假设计算雷诺应
力有较大误差，引入色散系数对其修正后，得到湍
流的色散模型．可将其与传统的线性模型相结合，
有望显著提高计算精度．
３）色散系数是决定湍流能量传递方向的关
键因素．湍流运动在耗散和正色散的相互作用下，
呈现湍涡级联散裂，能量正向传递；在耗散和负色
散的相互作用下，若满足

νｔ ｕ（ ）ｘ
２

－γ
２　ｕ
ｘ２
ｕ
ｘ＜

０

则发生能量逆转．
４）经过与实验数据及标准ｋ－ε模型相比较，
验证了本文提出的湍流色散模型的可信性和优越

性．本文提出的湍流色散模型因其并不是根据某
种特定流动状态建立，而是从物理实际出发，深刻
揭示并描述了广泛存在于湍流运动中的色散现

象，所以在模拟湍流流场时可以给出更加精确的
结果，而且这种显著的改善效果，原则上在其与任
意湍流模型耦合时都可以实现．
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