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一种适用于热流计算的改进 ＷＥＮＯ格式
王　超，吴颂平

（北京航空航天大学 航空科学与工程学院，北京１００１９１）

摘　　　要：数值格式是影响高超声速热流数值计算准确度的主要因素之一．根据高超声速流场的特性合

理的控制了数值黏性，对 ＷＥＮＯ（ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　ｎｏｎ－ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）格式进行了改进，使其适用于高超声速

热流计算．研究结果表明：改进后的格式在捕捉激波时具有良好的激波辨率，在壁面附近尽量减小了数值黏

性，提高了格式的黏性分辨率．数值试验也表明了这种改进算法的有效性．
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　　高超声速热流的数值计算一直是计算流体动
力学 （ＣＦＤ）中的一个难点．这主要是因为在高超
声速流动中，边界层内温度非单调的剧烈变化，给
热流的准确计算带来了很大困难．
在高超声速流动的数值模拟中，数值格式对计

算结果有着很大的影响．由于在流场中存在着强间
断（激波），算法中无黏通量的处理需要高分辨率格

式，例如ＴＶＤ（ｔｏｔａｌ　ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｄｉｍｉｎｉｓｈｉｎｇ）格式［１－３］，

Ｒｏｅ格式［４］等．这类格式能够分辨出流场中的强间
断，计算也比较稳定．但这些数值方法的精度一般
为２阶，数值耗散较大，特别是在壁面附近，导致计
算的热流值经常偏小．

Ｈａｒｔｅｎ和 Ｏｓｈｅｒ等［５］提出的 ＥＮＯ （ｅｓｓｅｎ－
ｔｉａｌｌｙ　ｎｏｎ－ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）格式是采用非固定插值模
板的思想，放宽了数值解总变差不能增长的限制，

从而使格式在理论上可以达到任意高阶精度并基
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本消除了数值震荡．Ｌｉｕ等［６］对高精度的 ＥＮＯ
（ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　ｎｏｎ－ｏｓｃｉｌｌａｏｒｙ）格式进行改进，利用
模板加权平均的思想提高了方法的计算效率，构
造了 ＷＥＮＯ（ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　ｎｏｎ－ｏｓｃｉｌｌａｏ－
ｒｙ）格式．ＷＥＮＯ格式具有较高计算精度，同时还
能够光滑捕捉激波，具有很好的鲁棒性．随后

Ｊｉａｎｇ等［７］为 ＷＥＮＯ格式构造了新的光滑度量因
子，进一步提高了计算效率．目前，ＷＥＮＯ格式已
广泛应用在多种流场的数值模拟中．Ｔｉｔａｒｅｖ和

Ｔｏｒｏ［８］实现了三维有限体积的 ＷＥＮＯ格式，对
于非结构网格的三维流场计算，同等精度的有限
体积的 ＷＥＮＯ 格式比有限差分计算量要多８
倍［９］．Ｗｉｌｌｉａｍ等［１０］针对超声速和高超声速流场
的数值模拟，考察了结构和非结构网格对 ＷＥＮＯ
格式的影响．Ｒｅｈｍａｎ等［１１］利用 ＷＥＮＯ格式研
究了高超声速边界层的感受性问题．Ｌｅｅ等［１２］用
高阶 ＷＥＮＯ格式研究了具有真实气体效应的高
超声速流的数值计算．ＳＨＥＮ等［１３］研究了高阶的

ＷＥＮＯ格式计算高超声速激波和边界层干扰现
象时的鲁棒性．

１　数值方法

１．１　ＷＥＮＯ格式

考虑标量双曲型守恒律方程

ｕ
ｔ＋

ｆ（ｕ）
ｘ ＝０ （１）

　　将空间离散成ｘｉ ＝ｉΔｘ，其中Δｘ是网格间
距，ｕｉ（ｔ）＝ｕ（ｘｉ，ｔ），方程（１）的半离散化格式为

ｄｕｉ
ｄｔ ＝－

１
Δｘ
（ｆｉ＋１２ －ｆｉ－１２） （２）

其中ｆｉ＋１／２ 是ｆ（ｕ（ｘｉ＋１／２））的数值通量．为保持
迎风性质，将通量分裂成ｆ＋（ｕ）以及ｆ－（ｕ），

ｆ＋（ｕ）是通过重构多个包含ｒ个网格点的插值多
项式进行计算的，ｆ－（ｕ）可利用对称原则求得．
ＷＥＮＯ格式具有２ｒ－１阶精度，其中总共有ｒ＋１
个模板．例如５阶 ＷＥＮＯ格式可以把网格基分为
｛ｉ－２，ｉ－１，ｉ｝，｛ｉ－１，ｉ，ｉ＋１｝，｛ｉ，ｉ＋１，ｉ＋２｝，
｛ｉ＋１，ｉ＋２，ｉ＋３｝四个模板，如图１所示．
ｆ＋（ｕ）数值近似可以表达成如下形式：

ｆ＋
ｉ＋１／２＝∑

ｒ－１

ｋ＝０
ωｋｑｒｋ （３）

这里ｑｒｋ 是包含ｒ个点的第ｋ个模板的重构后的
值，ωｋ是第ｋ个模板的权值．ωｋ和ｑｒｋ分别可以定
义为以下的形式：

ωｋ ＝ αｋ
α０＋α１＋…＋αｒ－１

（４）

ｑｒｋ ＝∑
ｒ－１

ｌ＝０
ａｒｋｌｆ（ｕｉ－ｒ＋ｋ＋ｌ＋１） （５）

式中ｆ（ｕｉ－ｒ＋ｋ＋ｌ＋１）是算数平均值，ａｒｋｌ 是重构插
值多项式的因子，式（４）中的αｋ 可以定义为如下
形式：

αｋ ＝ Ｃｒｋ
（Ｓｋ＋ε）ｐ

（６）

其中ε是一个小量以防止分母为０，一般取１０－６～
１０－８．ｐ是一个整数 ，通常取１或是２，取１时耗
散更小一些，取２时稳定性更好，本文计算时取

１；Ｃｒｋ 是平滑区域的“理想”光滑因子；Ｓｋ 是模板
的光滑度量因子，在光滑区该量很小；而在间断附
近该量相对较大，保证包含间断的模板权值ωｋ 很
小．Ｊｉａｎｇ和Ｓｈｕ给出了如下形式的光滑度量因子：

Ｓｋ ＝∑
ｒ－１

ｍ＝１
Δｘ２　ｍ－１∫

ｘｉ＋１／２

ｘｉ－１／２

ｍ

ｘｍｑ
ｒ
ｋ（ｘ［ ］）

２

ｄｘ （７）

图１　５阶 ＷＥＮＯ格式的备选模板

Ｆｉｇ．１　ＷＥＮＯ　ｃａｎｄｉｄａｔｅ　ｓｔｅｎｃｉｌｓ

１．２　ＷＥＮＯ格式的数值耗散

对于 ＷＥＮＯ格式，无论在光滑或是间断流
场，若是光滑因子Ｓｋ大于ε，则权重的大小主要由

Ｓｋ决定．ＷＥＮＯ格式设计的初衷是希望在光滑流
场Ｓｋ 非常小，而在流场间断附近有一个较大的
值，以此影响权重的取值．
以５阶格式为例分析 ＷＥＮＯ格式的数值黏

性．公式（７）中的插值多项式为二次多项式ｑ（ｘ）＝
ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，利用模板上的函数信息可以确定该
多项式．容易证明插值多项式ｑ（ｘ）应该具备如下
形式：

ｑ（ｘ）＝

ｆｉ＋（ｘ－ｘｉ）ｆ′ｉ＋１２
（ｘ－ｘｉ）ｆ″ｉ （８）

其中ｆ′ｉ，ｆ″ｉ 分别为利用网格节点信息构造出的ｉ
点的１阶，２阶导数的差分逼近．将式（８）带入到
式（７）可得

Ｓｋ ＝ （Δｘｆ′（ｋ）ｉ ）２＋１３１２
（Δｘ２　ｆ″（ｋ）ｉ ）２ （９）

其中ｆ′（ｋ）ｉ ，ｆ″（ｋ）ｉ 分别为利用模板ｋ的节点信息构

００５２
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造出的ｉ点的１阶，２阶导数的２阶精度差分逼
近．式（９）可写成式

Ｓｋ ＝Ｄ［１＋Ｏ（Δｘ２）］ （１０）

这里Ｄ＝Δｘ２［ｆ′（ｕｉ）］２，ｋ＝０，１，２．可见在光滑
区３个模板上的构造出的Ｓｋ 都趋向于同一个２
阶小量Ｄ，彼此之间的差距为４阶小量．在模板存
在间断的情况下，Ｓｋ 是一个有限量，因而由式（６）
可知，若某个模板中存在间断，该模板的权重ωｋ
相对于其它模板的权重为２阶小量Ｏ（Δｘ２）．若
所有模板的都充分光滑后，且忽略ε由公式（４）和
式（６）则可以得到

ωｋ ＝Ｃｒｋ＋Ｏ（Δｘ２） （１１）
式（１１）保证了 ＷＥＮＯ格式具有５阶精度．若考
虑了ε，则公式（１１）可以改写成如下形式：

Ｓｋ ＝ （Ｄ＋ε）［１＋Ｏ（Δｘ２）］ （１２）
仍然可以得到公式（１１），这表明ε的取值不会影
响 ＷＥＮＯ格式的精度．
如果Ｓ０，Ｓ１，Ｓ２ 相同，则ωｋ 会等于 “理想”权

重Ｃｒｋ，此时的 ＷＥＮＯ格式是严格的５阶精度格
式，也就是说若在平滑区域能够使ωｋ 和Ｃｒｋ 相等，
就可以使数值耗散最小；而当ωｋ 偏离Ｃｒｋ 时，由公
式（１１）可知数值耗散增大，在激波处的间断流场
区域应当加大数值耗散避免震荡．从而可以得出

ε的取值标准：在光滑流场，ε应该比Ｓｋ 大得多，
从而使ωｋ 接近Ｃｒｋ，得到最小的数值耗散；在间断
或是流场变化较大的流场区域，ε应该小于Ｓｋ，
增加格式的数值耗散，保证格式的稳定性．

１．３　数值耗散的控制方法

在热流计算的关键区域，即壁面附近的边界
层内，若数值耗散太大，则会影响热流的计算结
果，使得热流值偏小，所以在此区域需要尽量减小
数值黏性；与此相反为了正确的捕捉激波，需要在
激波附近添加较大的数值黏性，因此控制边界层
内数值耗散以及对高超声速激波的捕捉是正确计

算热流的关键．
引进总变差的概念，首先计算每个模板上的

变量总变差

Ｖｋ ＝｜ｕｉ－３＋ｋ－ｕｉ－２＋ｋ｜＋｜ｕｉ－２＋ｋ－ｕｉ－１＋ｋ｜
（１３）

其中ｋ＝０，１，２．数值计算中变量．３个模板变量总
变差最大的值Ｖｍａｘ作为光滑判据，若Ｖｍａｘ小于给

定的限定值，则认为是光滑流场区域．根据上一节
中ε的取值标准以及本节光滑判断依据可以给出

ε的取值方法

ε＝
１０２　Ｓｋ　　　Ｖｍａｘ≤ε０
１０－６ ～１０－８　Ｖｍａｘ＞ε烅
烄

烆 ０

（１４）

　　在实际计算中，当Ｖｍａｘ ≤ε０ 时，即在光滑流
场区ε取１０２　Ｓｋ，能够保证ε比Ｓｋ大得多，此时格
式的数值黏性最小，但ε并没有改变格式的精度，
格式仍然是耗散的，可以保持较好的鲁棒性；当

Ｖｍａｘ ＞ε０ 时，即在流场中间断位置ε取１０－６ ～
１０－８，即格式还原为原始形式，保证格式在分辨激
波时有足够的数值黏性，此时格式的鲁棒性和原
格式相同．

２　结果和讨论

在高超声速流场中，激波位置的压强梯度很
大，而在流场的其它的绝大部分包括壁面附近的
压强梯度较小，利用高超声速流场的这一特性可
以对数值格式黏性进行控制．在实际算例中总变
差变量使用的压强，本文给定的限定值是０．１（在
计算Ｖｍａｘ时，压强ｐ已无量纲化）．
本文进行了３个算例的数值实验用于验证本

文提出改进 ＷＥＮＯ格式的有效性，将上述格式
推广应用于三维可压缩层流Ｎ－Ｓ方程组．数值求
解中，时间推进采用隐式的ＬＵ－ＳＧＳ（ｌｏｗｅｒ－ｕｐｐｅｒ
ｓｙｍｍｅｆｆｉｃ　Ｇａｕｓｓ－Ｓｅｉｄｅ）算法；黏性项用中心差分
格式进行离散．边界条件包括：壁面采用等温壁和
无滑移边界条件，压力由法向压力零梯度条件确
定；出口边界采取零阶外插．
１）为考察改进格式对网格的依赖性，本文首
先进行了球头热流的计算．球头半径为２７．９４ｍｍ，
球头网格采用代数方法生成，由于本文不考虑侧
滑角影响，所以仅生成了半个球头网格．计算网格
数为２５×８０×２５（流向×法向×周向）如图２所
示，通过改变法向网格分布，得到了法向网格雷诺
数为４０，２０，１０，５四套疏密程度不同的网格．法向
网格雷诺数的定义为

Ｒｅｎ ＝Ｒｅ×Δｎ （１４）

图２　球头网格

Ｆｉｇ．２　Ｇｒｉｄ　ｏｆ　ｓｐｈｅｒｅ

　　表１为３种格式４个网格雷诺数计算的驻点
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热流系数．文献［１４］给出的热流值约为０．００９，由
表可以看出，ＴＶＤ格式计算的热流系数随着网格
雷诺数的不同变化较大，其中网格雷诺数５的网
格计算热流系数值比网格雷诺数４０网格计算的
热流系数值增大了１５６．７％，Ｊｉａｎｇ－ＷＥＮＯ格式
的计算结果中增大了９０．３％，而本文的Ｉｍ－ＷＥ－
ＮＯ格式计算结果中增加了２５．３％，这说明本文
构造的 ＷＥＮＯ格式可以提高格式的黏性分辨
率，减少计算结果对网格的依赖，改善热流计算
精度．

表１　不同格式不同网格雷诺数的球头驻点热流系数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ　ｈｅａｔｉｎｇ－ｒａｔｅｓ　ｏｆ　ｇｒｉｄ　Ｒｅｙｎｏｌｄｓ

ｎｕｍｂｅｒｓ　ａｎｄ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｃｈｅｍｅｓ　ｏｆ　ｓｐｈｅｒｅ

Ｒｅｎ＝５　 Ｒｅｎ＝１０　Ｒｅｎ＝２０　Ｒｅｎ＝４０

ＴＶＤ　 ０．０１７　２　 ０．０１０　６　 ０．００７　２　 ０．００６　７

Ｊｉａｎｇ－ＷＥＮＯ　０．０１３　７　 ０．０１１　５　 ０．００８　８　 ０．００７　２

Ｉｍ－ＷＥＮＯ　 ０．０１０　９　 ０．００９　８　 ０．００９　１　 ０．００８　７

２）作为算例，本文还计算了绕钝锥的高超声
速流动．计算外形由半径为２７．９４ｍｍ的球头和
半锥角为１５°的锥组成．来流条件参照Ｃｌｅａｒｙ［１４］

的实验：来流马赫数Ｍａ＝１０．６，来流气体的单位
雷诺数Ｒｅ＝３．９３７×１０６，来流温度Ｔ＝４７．３Ｋ，壁
面温度Ｔｗａｌｌ＝２９４．４４Ｋ，攻角为０°．计算网格使用
的是结构多块对接网格，如图３所示．

图３　单锥计算网格

Ｆｉｇ．３　Ｇｒｉｄ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｃｏｎｅ

图４为对称面流场等马赫线．本文使用了３
种不同数值耗散的格式进行了研究，３种格式中

ＴＶＤ的数值耗散最大，本文改进的 ＷＥＮＯ格式

Ｉｍ－ＷＥＮＯ最小．使用驻点热流值将钝锥母线上

的热流值无量纲化，ｘ方向上的长度使用球头半
径无量纲化，与文献［１４］中的实验值作比较，如图

５所示．结果表明：用本文提出的数值格式进行计
算的热流值与实验值符合较好，说明本文对 ＷＥ－
ＮＯ格式的改进是有效可靠的．

图４　钝锥对称面流场等马赫线

Ｆｉｇ．４　Ｍａｃｈ　ｌｉｎｅｓ　ｏｆ　ｐｌａｎｅ　ｏｆ　ｓｙｍｍｅｔｒｙ　ｏｆ

ｓｉｎｇｌｅ　ｃｏｎｅ

图５　零攻角钝锥母线上的热流分布

Ｆｉｇ．５　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ　ｈｅａｔｉｎｇ－ｒａｔｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｎ

ｓｉｎｇｌｅ　ｃｏｎｅ　ｏｆ　０°ａｎｇｌｅ　ｏｆ　ａｔｔａｃｋ

３）再考虑文献［１５］中三维钝双锥高超声速
绕流的计算．钝双锥外形及其对称面网格如图６
所示，双锥模型总长１２２．２４ｍｍ，头部曲率半径

３．８３５ｍｍ，前锥半锥角１２．８４°后锥半锥角７°，来

流条件为：马赫数Ｍａ∞＝９．９，攻角２０°，雷诺数为

２．２×１０５．表２为３种不同数值格式计算的双锥
驻点热流值，由表可以看出：本文提出的改进

ＷＥＮＯ格式计算结果与文献［１２］给出的结果最
为接近．图７为对称面流场等马赫线，图８和图９
分别为钝双锥迎风和侧面子午线表面热流分布．
由结果可以看出：迎风面子午线上的热流误差稍

２０５２
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图６　双锥对称面的计算网格

Ｆｉｇ．６　Ｇｒｉｄ　ｏｆ　ｐｌａｎｅ　ｏｆ　ｓｙｍｍｅｔｒｙ　ｏｆ　ｂｉｃｏｎｉｃ

表２　不同格式的双锥驻点热流系数

Ｔａｂｌｅ　２　Ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ　ｈｅａｔｉｎｇ－ｒａｔｅｓ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｃｈｅｍｅｓ　ｏｆ　ｂｉｃｏｎｉｃ

文献结果 ＴＶＤ　 Ｊｉａｎｇ　ＷＥＮＯ　 Ｉｍ－ＷＥＮＯ

０．０３０　５　 ０．０１６　４　 ０．０１８　６　 ０．０２９　７

图７　钝双锥对称面流场等马赫线

Ｆｉｇ．７　Ｍａｃｈ　ｌｉｎｅｓ　ｏｆ　ｐｌａｎｅ　ｏｆ　ｓｙｍｍｅｔｒｙ　ｏｆ　ｂｉｃｏｎｉｃ

图８　钝双锥迎风子午线表面热流分布

Ｆｉｇ．８　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ　ｈｅａｔｉｎｇ－ｒａｔｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｎ

ｂｉｃｏｎｉｃ　ｏｎ　ｗｉｎｄｗａｒｄ　ｓｉｄｅ

图９　钝双锥侧面子午线表面热流分布

Ｆｉｇ．９　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ　ｈｅａｔｉｎｇ－ｒａｔｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ

ｂｉｃｏｎｅ　ｏｆ　ｓｉｄｅｗａｒｄ

大，这主要是由于迎风面的激波层较薄，激波和边
界层的相互干扰使得准确温度梯度计算更加困

难．本文提出的数值方法在壁面的耗散更小，与另
外２种算法相比，热流计算结果更接近实验值．

３　结　论

高超声速热流的计算既需要数值格式能够有

效的分辨出激波结构，具有较好的鲁棒性，还需要
在壁面附近降低格式的数值黏性，提高对流场的
黏性分辨率．
１）本文分析了 ＷＥＮＯ格式中的小量ε对格
式数值黏性的影响，当ε比Ｓｋ 大时，ωｋ 会接近

Ｃｒｋ，此时的数值耗散较小；ε小于Ｓｋ时，会增加格
式的数值耗散，保证格式的稳定性．
２）本文利用高超声速流场的特性，并引进了
压强总变差，实现了对 ＷＥＮＯ格式的数值黏性
的控制，使得数值格式在光滑区和边界层内的数
值粘性较小，在流场间断处有较大的数值黏性．
３）本文进行了球头，钝锥和钝双锥３个数值
实验对本文提出的数值方法进行了验证，结果表
明：本文提出的数值方法降低了格式计算时的网
格依赖性，以及在具有较好的鲁棒性的同时可以
在壁面附近降低数值耗散．本文提出的数值方法
对于高超声速热流的计算是有效的．
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