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低速下水滴撞击固体表面运动模拟
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摘　　　要：以水滴撞击飞机部件造成结冰问题为背景，运用ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ界面追踪方法，把不可压黏性方程组

中的表面张力用ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数表示，并利用２阶变密度投影算法求解二维不可压Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程组，数值

模拟了低速下的水气界面追踪问题．为了能够处理密度比为１　０００的水气界面问题，在界面处引入了一定宽

度的光滑过渡带宽，进而消除了由于界面两边大密度比引起的数值震荡，由此较为成功地模拟了大水滴在不

同表面张力时撞击平板后的形态变化及其运动轨迹．数值实验结果表明本算法可以有效地处理界面处密度

比和黏性很大的不可压多相流问题．考虑界面处的表面张力，本算法可模拟不同表面张力下的界面运动变化．
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　　过冷雨滴撞击在飞行器上会造成结冰进而会
对飞行器的飞行安全造成隐患．当大尺度的水滴
撞击到飞行器部件表面后会发生变形、飞溅等运
动，所以对这一现象的细致模拟可以更准确地捕
捉水滴累计位置，为进一步地除冰提供基础［１］．因
此运用界面追踪方法进行不同表面张力的水滴撞

击固体表面数值模拟，进而了解水滴撞击特性具
有重要意义．

Ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ界面追踪方法能够很好地处理复
杂的界面拓扑结构变化，隐式追踪界面，能自动处
理界面的融合和分裂现象，而且能够更准确地计
算表面张力，另外ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ方法可以很好地发展
到三维情形［２］．本文利用文献［３－４］中方法，在界
面处引入了一定宽度的光滑过渡带宽，进而可以
处理密度比为１　０００的水气界面问题．在低速情
况下，全流场的控制方程可以用不可压Ｎ－Ｓ方程
组，把表面张力用ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数表示，结合２阶变
密度投影算法数值模拟计算．为了更准确地捕捉
界面，用５阶ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　ｎｏｎ－ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ
（ＷＥＮＯ）格式离散ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ方程和重新初始化
方程［５］．本文模拟了不同表面张力的水滴从静止
到落地发生反弹，破裂和飞溅等运动变化，同时模
拟了水平方向上一定速度运动的水滴落到固体表

面时的形变和运动轨迹．

１　数学模型

１．１　控制方程

对于低马赫数下的黏性问题，用二维不可压Ｎ－
Ｓ方程作为控制方程，整个速度场满足散度为０，
如下：

Ｕｔ＝－

Δ
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ρ
－（Ｕ·
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）Ｕ＋
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ρ
［

Δ

·（２μＤ）－σｋδ（ｄ）ｎ］＋Ｆ （１）

Δ

·Ｕ ＝０ （２）
其中Ｕ＝（ｕ，ｖ）为速度场，ρ为密度，ｐ为压强，μ

为黏度，Ｄ＝ １２
（

Δ

Ｕ＋

Δ

ＵＴ）为黏性压力张量，σ

为表面张力，ｋ为曲率，δ为 Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数，ｎ
为单位外法向量，Ｆ为源项．
假设边界条件全部为无穿透滑移边界条件，

即在界面处有：Ｕ·ｎ＝０，Ｕ 为速度向量场．
分别令水和气的密度为ρｌ和ρｇ，黏度为μｌ和

μｇ，以上不可压Ｎ－Ｓ方程组无量纲化后有
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ｐ
ρ
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１
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１
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１
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（ｄ）［ ］ｎ ＋ｇ （３）

其中ρ＝ρ／ρｌ为无量纲密度，μ＝μ／μｌ为无量纲
黏度，Ｒｅ为雷诺数，Ｒｅ＝ρｌＲＵ／μｌ，Ｂ＝ρｌＲＵ／σ，
用来衡量张力大小，ｇ代表无量纲重力源项．

１．２　Ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数

在全流场中定义ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数（ｘ，ｙ，ｔ），其
中（ｘ，ｙ，ｔ）＝０处即为界面的位置，在液体中
为负值，在气体中为正值．界面处的单位外法向
量从液体指向气体，单位外法向量和曲率都可以
由表示

ｎ＝

Δ



｜

Δ

｜
，　Ｒ＝

Δ
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Δ
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｜

Δ

｜
（４）

全流场的更新方程为


ｔ＋

Ｕ·

Δ

＝０ （５）

　　为了防止由于界面拓扑结构变化大，ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ
等值线会出现交织等情况，需要对ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数
进行重新初始化，重新初始化方程为


ｔ＋

Ｓ（０）（｜

Δ

｜－１）＝０ （６）

其中（ｘ，ｙ，０）＝０（ｘ，ｙ），Ｓ（０）为光滑符号
函数．
对于界面两边为大密度比时，由于梯度太大，

数值计算时会产生数值震荡等不稳定现象，甚至
无法计算下去．为了消除这种不稳定现象，界面处
光滑过渡密度具体如下：

ρ^＝ １＋ρｇ
ρ（ ）ｌ ／２　　ρ̌＝ １－ρｇ

ρ（ ）ｌ ／２

ρ（）＝

１．０ 如果＜－α

ρｇ／ρｌ 如果＞α

ρ^－ρ̌ｓｉｎ［πφ／（２α）］
烅
烄

烆 其他情况

（７）

　　以上处理即是在界面处用宽度为２α的带宽
光滑过度了界面两边的密度，α与网格步长成一
定比例，在计算过程中α保持不变，本文计算中α
为１．５倍网格步长，以上处理是基于为界面的
距离符号函数的．

１．３　投影法

在投影法［６－７］中有，如果给定的一个矢量场

Ｖ，那么就存在着唯一的一个 Ｈｏｄｇｅ分解，使得

Ｖ＝Ｖｄ＋

Δ

ψ．在变密度投影法
［８］中有，在定义一

个密度加权内积的前提下，对于一个矢量场Ｖ，可

６９６
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以唯一的分解为Ｖ＝Ｖｄ＋

Δ

ψ／ρ，其中Ｖｄ为散度
为０的矢量场，ψ为标量，ρ为密度，此时有Ｖｄ ⊥Δ

ψ／ρ，在这种情况下，Ｖｄ就称为Ｖ的投影，Ｖｄ ＝
Ｐρ（Ｖ）．对于式（３），可以写成以下形式：Ｕｔ＝Ｖ－Δ

ｐ／ρ，由于Ｕｔ为散度为０的矢量场，且Ｈｏｄｇｅ分
解是唯一的，那么有Ｕｔ＝Ｐρ（Ｖ），即Ｕｔ是Ｖ的基
于密度加权内积下的无散度投影．对于Ｕｔ＋Δ

ｐ／ρ＝Ｖ有ρＵｔ＋

Δ

ｐ＝ρＶ，对两边做卷积有Δ

×（ρＵｔ）＝

Δ

×（ρＶ） （８）

　　对于任意一个散度为０的向量Ｕｔ，存在一个
流函数φ使得Ｕｔ ＝

Δ

×φ，对于二维情况下有

Ｕｔ＝（φｙ－φｘ），带入式（８）后精简得

－

Δ

（ρ

Δ

φ）＝

Δ

×（ρＶ） （９）
根据边界条件Ｕ·ｎ＝０，在边界上φ为常数．通
过数值求解式（９），求出φ，再求出Ｕｔ，然后通过
时间方向上的离散求出速度场．

１．４　表面张力

在动量方程组（３）中的表面张力可以表达成

ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数的形式［９］

－１Ｂｋδ
（ｄ）ｎ＝ １Ｂｋ

（）δ（）

Δ

 （１０）

其中ｎ和ｋ分别为单位法向量及曲率．
基于为界面的距离符号函数，可以做类似于

对密度的处理，在界面处对δ（）进行光滑过渡［１０］

δα（）＝
１
２
［１＋ｃｏｓ（π／α）］／α 如果｜｜＜α

０ 其他情况
烅
烄

烆
　

（１１）
这样表面张力就完全由ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数表示出来．
在投影计算中，式（９）中的

Δ

×（ρＶ）中的表
面张力贡献的部分为以下形式：

－１Ｂ
｛［ｋ（）δα（）ｙ］ｘ－［ｋ（）δα（）ｘ］ｙ｝

（１２）

　　定义一个标量函数Ｈ（）：

Ｈ（）＝
　０．５ 如果＞α
－０．５ 如果＜－α

１
２

α
＋１π

ｓｉｎ（π／α［ ］） 其他情况
烅

烄

烆

　

（１３）

δα（）＝
Ｈ（）


，式（１２）可简化成下面形式：

－１Ｂ
［ｋ（）ｘＨ（）ｙ－ｋ（）ｙＨ（）ｘ］ （１４）

通过以上操作可以消除在投影算法中由于对ｄｅｌ－
ｔａ函数差分操作引起的数值不稳定现象．

２　数值离散方法

２．１　对流项的离散

本文中对于速度场和ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数使用了
交错网格的离散形式，ｈ为网格步长．在动量方程
中，对流项 （Ｕ·

Δ

）Ｕ，可以写成以下守恒形式：
（Ｕ·

Δ

）Ｕ ＝ｆｘ＋ｇｙ （１５）
其中

ｆ＝
ｕ２｛ｕｖ　　ｇ＝ ｕｖ

ｖ｛２

可以离散如下：
［（ｕ２）ｘ＋（ｕｖ）ｙ］ｉ，ｊ ＝

（ｕｉ＋１／２，ｊ＋ｕｉ－１／２，ｊ）（ｕｉ＋１／２，ｊ－ｕｉ－１／２，ｊ）／２ｈ＋
（ｖｉ，ｊ＋１／２＋ｖｉ，ｊ－１／２）（ｕｉ，ｊ＋１／２－ｕｉ，ｊ－１／２）／２ｈ

［（ｕｖ）ｘ＋（ｖ２）ｙ］ｉ，ｊ ＝
（ｕｉ＋１／２，ｊ＋ｕｉ－１／２，ｊ）（ｖｉ＋１／２，ｊ－ｖｉ－１／２，ｊ）／２ｈ＋
（ｖｉ，ｊ＋１／２＋ｖｉ，ｊ－１／２）（ｖｉ，ｊ＋１／２－ｖｉ，ｊ－１／２）／２ｈ

其中ｕｉ＋１／２，ｊ，ｖｉ，ｊ＋１／２等用２阶ＥＮＯ（ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　ｎｏｎ－
ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）格式［１１］得到．

２．２　黏性项的离散

对于黏性压力张量内的偏导，用中心差分，
其中

（ｕｘ）ｉ＋１／２，ｊ＋１／２ ＝ （ｕｉ＋１，ｊ＋１－ｕｉ，ｊ＋１＋
ｕｉ＋１，ｊ－ｕｉ，ｊ）／２ｈ

（ｕｙ）ｉ＋１／２，ｊ＋１／２ ＝ （ｕｉ＋１，ｊ＋１－ｕｉ＋１，ｊ＋
ｕｉ，ｊ＋１－ｕｉ，ｊ）／２ｈ （１６）

　　类似处理ｖｘ，ｖｙ．对于黏性压力张量散度的
离散如下：
［（μＤ）ｘ］ｉ，ｊ ＝ ｛［（μＤ）ｉ＋１／２，ｊ＋１／２－（μＤ）ｉ－１／２，ｊ＋１／２＋

（μＤ）ｉ＋１／２，ｊ－１／２－（μＤ）］ｉ－１／２，ｊ－１／２｝／２ｈ
［（μＤ）ｙ）ｉ，ｊ ＝ ｛［（μＤ）ｉ＋１／２，ｊ＋１／２－（μＤ）ｉ＋１／２，ｊ－１／２＋

（μＤ）ｉ－１／２，ｊ＋１／２－（μＤ）］ｉ－１／２，ｊ－１／２｝／２ｈ
（１７）

其中
μｉ＋１／２，ｊ＋１／２ ＝ （μｉ，ｊ＋μｉ＋１，ｊ＋μｉ，ｊ＋１＋μｉ＋１，ｊ＋１）／４
　　左边界处，离散如下：

（ｕｘ）－１／２，ｊ＋１／２ ＝ （ｕ０，ｊ＋ｕ０，ｊ＋１）／ｈ

μ－１／２，ｊ＋１／２ ＝ （μ０，ｊ＋μ０，ｊ＋１）／２ （１８）
其余边界类似处理．

２．３　投影法的离散

对于投影法中的散度和梯度，用以下方式定
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义离散［８］：
散度离散

（

Δ

·Ｕ）ｉ＋１／２，ｊ＋１／２ ＝
（ｕｉ＋１，ｊ＋１－ｕｉ，ｊ＋１＋ｕｉ＋１，ｊ－ｕｉ，ｊ）／２ｈ＋
（ｖｉ＋１，ｊ＋１－ｖｉ＋１，ｊ＋ｖｉ，ｊ＋１－ｖｉ，ｊ）／２ｈ

　　梯度离散
对于标量ψ有
（Ｇｘψ）ｉ，ｊ ＝ （ψｉ＋１／２，ｊ＋１／２－ψｉ－１／２，ｊ＋１／２＋

ψｉ＋１／２，ｊ－１／２－ψｉ－１／２，ｊ－１／２）／２ｈ
（Ｇｙψ）ｉ，ｊ ＝ （ψｉ＋１／２，ｊ＋１／２－ψｉ＋１／２，ｊ－１／２＋

ψｉ－１／２，ｊ＋１／２－ψｉ－１／２，ｊ－１／２）／２ｈ
在式（９）中，把φ定义到网格节点ｉ＋１／２，ｊ＋１／２
上，对于（９）式推导有

－Ｇｘ［ρ（Ｇｘφ）］－Ｇｙ［ρ（Ｇｙφ）］＝
Ｇｘ（ρＶ２）－Ｇ（ρＶ１） （１９）

Ｖ１，Ｖ２ 分别为Ｖ的分量．
按照以上对散度和梯度的离散式（１９）有

－［ρｉ，ｊφｉ－１／２，ｊ－１／２＋ρｉ，ｊ＋１φｉ－１／２，ｊ＋３／２＋

ρｉ＋１，ｊφｉ＋３／２，ｊ－１／２＋ρｉ＋１，ｊ＋１φｉ＋３／２，ｊ＋３／２－
（ρｉ，ｊ＋ρｉ＋１，ｊ＋ρｉ，ｊ＋１＋ρｉ＋１，ｊ＋１）φｉ＋１／２，ｊ＋１／２］＝

Ｇｘ（ρＶ^２）－Ｇｙ（ρＶ^１）－
１
Ｂ
［Ｇｘ（ｋ（）］Ｇｙ［Ｈ（）］－

Ｇｙ［ｋ（）］Ｇｘ［Ｈ（）］

其中Ｖ^１，Ｖ^２ 为Ｖ中除去表面张力后的分量．
用预处理共轭梯度法［１２］求解上述方程组得

到φ，通过Ｕｔ＝ （φｙ，－φｘ），可以求得Ｕｔ．

２．４　ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数推进和时间离散

用５阶 ＷＥＮＯ格式离散ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ方程和重
新初始化方程中的对流项［６］．对ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ函数和
重新初始化方程中的时间方向推进以及通过Ｕｔ
求解速度场全部用３阶ＴＶＤ（ｔｏｔａｌ　ｖａｖｉａｔｉｏｎ　ｄｉ－
ｍｉｎｉｓｈｉｎｇ），Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法离散［１３］．

２．５　时间步长

由于对流项的存在，时间步长Δｔ的计算需要
满足ＣＦＬ（Ｃｏｕｒａｎｔ－Ｆｒｉｄｒｉｃｈｓ－Ｌｅｗｙ）条件，并且由于
黏性和表面张力的存在，用下式计算时间步长［１４］：

Δｔｃ＝ｍｉｎ ｈ
｜Ｕ（ ）｜

Δｔｓ＝ （ρｌ＋ρｓ）Ｂ／８槡 πｈ
３
２

Δｔｖ＝ｍｉｎ ３１４
（ρＲｅｈ

２／μ［ ］）
Δｔｎ＋１ ＝ １２ｍｉｎ

（Δｔｃ，Δｔｓ，Δｔｖ） （２０）

３　数值结果

通过算例１和算例２模拟了不同表面张力的
水滴自由落体到固体表面后发生的反弹和摊开的

过程．计算区域为矩形区域，６．０Ｒ×１２．０Ｒ，网格
为７２×１４４，其中Ｒ＝１．０，为水滴半径．
算例１　计算了Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝１．０，密度比

为１　０００∶１，黏度比为１００∶１时水滴的落地过
程，由于水滴表面张力较大，水滴落地发生变形后
又反弹，然后落下保持静止．图１给出了水滴落地
后反弹又落下的运动过程．图２给出了下降过程
中，水滴垂直方向上的速度－时间图，由图可以看
出水滴下落过程中先以加速度为－１的速度下
降，落到地面后反弹起来，后又落下静止．
算例２　计算了Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝１０．０，密度比

图１　Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝１．０时水滴垂直下落运动图

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｖｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｄｒｏｐｌｅｔ　ｆａｌｌｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｇｒｏｕｎｄ

ｗｈｅｎ　Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝１．０

８９６
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图２　水滴垂直下落运动中垂直速度变化图

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｏｆ

ｄｒｏｐｌｅｔ　ｆａｌｌｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｇｒｏｕｎｄ

为１　０００∶１，黏度比为１００∶１时水滴的落地过
程，与算例１相比水滴的表面张力比较小的多，水
滴落到地面后完全平摊下来，与物理原理相一致．
运动过程如图３所示．
算例３　模拟了水平方向上一定速度的水滴

落在固体表面时的运动过程．Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝０．１，

ｕ＝０．５，密度比为１　０００∶１，黏度比为１００∶１，计
算区域为１２．０Ｒ×１２．０Ｒ，网格为１４４×１４４，其中

图３　Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝１０．０时水滴垂直下落运动图

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｖｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｄｒｏｐｌｅｔ　ｆａｌｌｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｇｒｏｕｎｄ

ｗｈｅｎ　Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝１０．０

Ｒ＝１．０，为水滴半径．由于表面张力很大，水滴落
体后反弹２次，并同时保持水平方向上的运动，如
图４所示．图５给出了下落过程中，水滴的运动轨
迹线，两次落地后又反弹起来，反弹的高度逐渐变
小，与图４中的水滴运动过程图像相吻合．

图４　Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝０．１，ｕ＝０．５时水滴下落运动图

Ｆｉｇ．４　Ｍｏｖｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｄｒｏｐｌｅｔ　ｆａｌｌｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｇｒｏｕｎｄ

ｗｈｅｎ　Ｒｅ＝１０．０，Ｂ＝０．１，ｕ＝０．５
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图５　水滴下落运动转迹线图

Ｆｉｇ．５　Ｔｒａｃｅ　ｌｉｎｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｒｏｐｌｅｔ　ｆａｌｌｉｎｇ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｇｒｏｕｎｄ

通过上述３个算例可以看出：本文发展的数
值方法有效地模拟了具有大密度比的水滴下落

问题．

４　结　论

本文利用ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ界面追踪方法，通过在界
面处用一定的带宽光滑过渡了界面两边的密度，
并结合变密度投影法模拟计算了二维时不同表面

张力的水滴落到固体表面时发生的形变及其运动

轨迹，并用高阶格式离散ｌｅｖｅｌ　ｓｅｔ方程和重新初
始化方程，实现了水滴运动问题的精确数值模拟，
并为下一步针对过冷水滴与机翼相互作用过程分

析奠定了良好的基础［１５］．
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