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要!为了简化
>U(,M

方程求解壁板颤振问题%将近似边界条件成功地推广到
VQK

!
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"有限元方法求解壁板颤振领域%把运动壁面的影响转化为
>U(,M

方程的边界条件%避免了对动网

格的处理
)

通过对近似边界方法'动网格方法以及
!

阶活塞理论的数值模拟结果进行对比发现#首先%加载近

似边界的
VQK

有限元方法操作非常简便%且模拟结果与动网格方法完全吻合&其次%

>U(,M

方程可以准确捕捉

到壁板前后两端不光滑尖点所引起的压力突跳%而
!

阶活塞理论则无法做到&最后%采用近似边界的
VQK

有

限元方法在求解无黏可压缩流动中细长体小变形的流
.

固耦合问题上具有潜力和优势
)

关
"

键
"

词!壁板颤振&流
.

固耦合&

VQK

有限元算法&近似边界条件&动网格
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第
#$

期 李凯伦等#采用近似边界求解壁板颤振的
VQK

有限元算法

""

在航空航天领域%超声速流动中气动弹性及

热气动弹性所引发的壁板颤振一直是该领域的重

点研究问题%众多的学者对该问题进行了大量的

研究(

#.;

)

)

在过去%由于计算机能力所限%求解气动

力大多采用活塞理论等气动力近似模型%然而随

着计算机能力的进步%越来越多的学者将求解壁

板颤振气动力问题的目光投向了非定常
>U(,M

方

程和
*.K

方程%即将壁板颤振的气弹问题当做流
.

固耦合问题进行求解
)

通过求解流场对气动力进

行模拟的优点在于#应用范围更加广泛%计算结果

更加精确%并且可以充分了解结构振动对流场的

影响
)

过去的几十年%学者们对气动力求解方法以

及流
.

固耦合问题进行了充分的研究(

0.#"

)

%采用流
.

固耦合方法求解壁板颤振%就必须涉及流场求解'

动边界及动网格等问题
)

在求解流场方面%有限体

积法和有限差分法已经得到广泛的应用%而采用

有限元求解流场%也有其巨大的潜力
)

目前在该领

域%应用最广泛的是
VQK

!

-A6M6-T,M57T5-.Y67,N

7

8

(5T

"有限元方法%该方法于
#99%

年由
J5,34.

5,P5-e

等人(

##.#1

)首次提出%采用
VD

!

-A6M6-T,M57.

T5-.D6(,M453

"方法进行时间离散%并采用算子分

裂法对离散后的方程进行分步求解%有效地抑制

了
*.K

方程中对流项引起的速度场数值振荡%且

成功避免了
QQ

!

Q6YUm46.QM,ee5

"条件的限制
)

流
.

固耦合求解涉及到动边界问题%就需要采

用特殊的方法处理运动网格%目前应用较多的是

<̂ >

!

6MY5TM6M

@

6̂

I

M63

I

563>U(,M563

"方法
)

由于

该方法需要采用网格速度对原始
*.K

方程中的

对流项进行修正%操作多有不便
)

最近
KU3

等

人(

#%.#;

)提出了一种处理流
.

固耦合动边界和动网

格问题的新方法%通过将前一时刻网格结点的信

息!速度'压力"投影到新一时刻的网格节点上%巧

妙地完成了流
.

固耦合过程中新旧网格的信息传

递%成功地处理了该类动边界和动网格问题%操作

简单且精确性非常好
)

在
>U(,M

方程求解动边界问题方面%近些年

来%

D6'

等人(

#0.#/

)提出了一种近似边界条件方法%

用来处理无黏可压缩流动中细长体小变形的动边

界问题
)

该方法最大的优点在于#其将壁面运动对

流场的影响转化为速度和压力边界条件%避免了

处理动边界和动网格问题%操作十分简单方便
)

通

过与传统动网格求解方法进行比较发现%该方法

具有非常好的精确性
)

由于一般壁板在厚度方向

上的变形远远小于长度方向的尺度%因此壁板颤

振的流
.

固耦合问题完全可以采用加载近似边界

条件的
>U(,M

方程进行求解%简化计算过程
)

基于以上所述%本文对加载近似边界条件的

VQK

有限元求解
>U(,M

方程动边界问题进行研

究%通过公式推导%将动壁面对流场的影响以边界

条件的方式加载到求解
>U(,M

方程的
VQK

有限

元中%巧妙地避免了对动网格的处理%极大地简化

了计算及编程
)

最后%对采用近似边界条件的
VQK

有限元'

VQK

有限元动网格方法以及
!

阶活塞理论

模拟壁板颤振的数值结果进行了对比研究
)

:

"

问题描述

壁板颤振示意图如图
#

所示%

(

轴垂直于纸

面%且壁板沿
(

轴无限长&

+

轴为长度方向%壁板

两端采用简支边界%且两端不可移动&

K

轴为板厚

方向%壁板沿
K

轴具有横向位移
M

!即挠度"&无穷

远来流平行于外壁面掠过%壁板在来流气动力及

本身弹性力和惯性力的影响下进行自激振动
)

图

中
8

为板厚%

"

为壁板长度%

N

"

为施加在壁板两

端的预紧力%

I

n

%

O

n

分别为来流速度与压力
)

图
#

"

二维壁板气弹颤振示意图
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控制方程及数值求解

<;:

"

求解
U#'*$

方程的
JTS

有限元双时间步长法

本文采用
VQK

有限元双时间步长法求解非

定常
>U(,M

方程获取气动力%根据双时间步长方

法的思想%需要在控制方程中引入一个与虚拟时

间相关的导数项%带有虚拟时间导数项的
>U(,M

方程无量纲形式及其相关辅助方程如下!其中
-.

表示虚拟时间"
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动量方程
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能量方程
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声速方程
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内能方程
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以上公式中无量纲变量形式表达式如下#
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式中下标
n

表示来流&

"

表示气体密度&

C

表示时

间&

I

表示气体速度&

O

表示气体压力&

/

表示声

速&

>

T

表示气体比总能&

>

表示气体比内能&

<

O

和

<

Q

分别表示气体的比定压热容和比定容热容&

0

表示等熵指数&

0

表示绝对温度&

R

表示气体的比

焓&

9

表示理想气体常数
)

按照
VQK

有限元的步骤%采用
7

8

(5TQ

方法的

全显式格式(

#1

)依次将质量'动量以及能量方程对

虚拟时间
-.

进行离散可得公式如下#
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式中
A

表示虚拟时间步&

(.

表示虚拟时间步长&

上标
3

表示真实时间步&

(

C

表示真实时间步长&
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壁板控制方程

无量纲形式的壁板控制方程及边界条件为
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%

#

%

"

!

#1

"

式中
(

0

O

向上为正%与壁板位移方向相同%其物理

意义为壁板内外侧压力差
)

式!

#!

"中无量纲形式

的变量表达式如下#

/

M

%

M

8

%

"

0

+

%

+

"

%

"

-

C

%

C

"

8

8"

1

$槡 G

%

(

0

O

%

(

O

!

G8

$

"

1

"

%

"

/

N

"

%

N

"

"

$

G

%

G

%

.8

!

#$

!

#

)

'

$

"

!

#%

"

式中
"

8

为壁板密度&

G

为壁板的弯曲刚度&

.

为

壁板弹性模量&

'

为泊松比
)

在求解过程中%采用
>U(,M

方程求得壁板各

点内外压差
(

0

O

后%再采用有限元方法对壁板控

制方程进行求解
)

<;=

"

近似边界条件方法

$:!:#

"

近似边界条件的原始表达

考虑一个细长体围绕其平衡位置在做微小振

动%该细长体沿
+

轴并且位于
+ "̀

到
+ #̀

之间
)

假设该细长体瞬时形状函数为
?

!

+

%

C

"%这样
C

时刻

细长体表面速度和压力近似边界条件可以写为

S

!

C

%

+

%

?

"

%

I

!

C

%

+

%

?

"

?+

,

?C

!

#;

"

O

(

!

C

%

+

%

?

"

%

?+O+

!

C

%

+

%

?

"

)

"

!

C

%

+

%

?

"

0

(

?CC

,

$

?C+

I

!

C

%

+

%

?

"

,

?++

I

$

!

C

%

+

%

?

")!

#0

"

"%/$
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第
#$

期 李凯伦等#采用近似边界求解壁板颤振的
VQK

有限元算法

以上便是
D6'

等人(

#0.#/

)的文章中所给出的近似

边界条件原始表达式%在下面通过公式推导将其

加载到
VQK

有限元求解
>U(,M

方程动边界问题中
)

$:!:$

"

速度近似边界条件的数值加载方法

为了加载速度边界条件%定义壁面外法线方

向!流场内法线方向"以及壁面切线方向的单位向

量分别为

"

T

%

.

!

T

+

%

!

T

(

/

%

)

?+

#

,

?

$

槡 +

%

#

#

,

?

$

槡. /

+

!

#/

"

#%

.

#

T

(

%

)#

T

+

/

%

#

#

,

?

$

槡 +

%

?+

#

,

?

$

槡. /

+

!

#9

"

式!

#;

"可以写为

-

)

?+

#

,

?

$

槡 +

,

Q

#

#

,

?

$

槡 +

%

-

!

T

+

,

Q

!

T

(

%

-

!

T

%

?C

"

#

,

?

$

槡 +

!

$"

"

式中
-`

"

I

%

Q`

"

S)

对于速度边界条件%将其作

为强制边界条件加入

-

%

-

!

T

!

T

+

,

-

#

!

T

(

!

$#

"

Q

%

-

!

T

!

T

(

)

-

#

!

T

+

!

$$

"

式中
-

+

表示壁面切线方向上的密度与速度乘积%

其通过上一时刻的流场参数
-

和
Q

向
#

方向投

影得到
)

$:!:!

"

压力近似边界条件的数值加载方法

关于压力边界条件%定义壁面上流场的外法

线方向单位向量为

"

%

.

!

+

%

!

(

/

%

?+

#

,

?

$

槡 +

%

)

#

#

,

?

$

槡. /

+

!

$!

"

则式!

#0

"无量纲化后可以写为

.

0

O

.

0

+

!

+

,

.

0

O

.

*

(

3

(

%

.

0

O

.

!

%

-

"

#

,

?

)

$槡 +

!

0

?

-

C

-

C

,

$

0

?

-

C

*

+

,

0

?

*

+

*

+

*

I

$

" !

$1

"

""

从式!

9

"可以看出%压力对空间坐标的导数

.

O

.

+

和.

O

.

(

会对速度与密度乘积
-

和
Q

产生影响%

同时从式!

#"

"可以看出%

-

和
Q

的变化又会对密

度产生影响%这样%考虑压力对密度的影响后%式

!

#"

"可以修正为

-

"

A

,

#

)-

"

A

%)(-.

.

/

-

A

4

.

0

+

,

.(

/

-

4

.

0

+

4

)(

-

.

.

$

0

O

0

+

$

%

&

1

2

4

)

(-.

!

-

"

A

)

1

-

"

3

,-

"

3

)

#

$

(

-

C

!

$%

"

""

在
D6(,M453

有限元求解的过程中%需要采用

插值函数
N

1

表示单元上的变量%同时将其作为

权函数在整个求解区域上对上式进行积分%这样

式!

$%

"中括号内第
!

项便可以写为

(-.

$

)

*

N

1

.

$

0

O

.0

+

$

4

N

*%

(-.

$

)

*

N

1

.

0

O

.

!

N

2)(-.

$

)

*

.

N

1

.

+

4

0

.

0

O

.0

+

4

N

*

+

(-.

$

)

*

N

1

N

3

N

2

.

0

O

.*

! "

3

3

!

$;

"

式中
*

表示有限元积分区域%

2

表示积分区域边

界
)

式!

$;

"中可以将带负号项略去而进行简化的

原因在于#式!

$;

"仅发生在动边界上%其内部相关

项可以忽略
)

采用
U

"

表示式!

$%

"右端最后一项!含

负号"%这样式!

$%

"在有限元求解中便可以表示为

)

*

N

1

N

3

N

*-

"

A

,

#

3

%

)

*

N

1

N

3

N

*-

"

A

3

)(-.

)

*

N

1

.

N

3

.

0

+

4

N

*

/

-

A

3

4

)

(

-

.

)

*

N

1

.

N

3

.

0

+

4

N

*(

/

-

3

4

,

)

*

N

1

N

3

N

*

U

"

A

3

4

,

(-.

$

)

*

N

1

N

3

N

2

.

0

O

.

! "

!

3

!

$0

"

""

求解过程中%通过式!

$1

"求取.

0

O

.

!

%再将其代

入式!

$0

"%便可以完成对压力边界条件的加载
)

$:!:1

"

求解步骤

本文中采用近似边界方法求解流程如下
)

#

"真实时间步开始循环
)

$

"虚拟时间步循环#

#

根据
A

虚拟时刻已知

流场信息%采用式!

9

"求解/

-

Aa#

4

&

$

采用式!

$0

"求

解
-

"

Aa#

!运动壁面产生的压力或者密度变化包含

在式!

$0

"中"&

%

采用式!

##

"求解!

-

"

0

.

"

Aa#

&

&

采

用式!

$#

"和式!

$$

"加载速度边界条件&

)

判定

/

-

Aa#

4

=

/

-

A

4

(4

%

-

"

Aa#

=

-

"

A

(4

%!

-

"

0

.

"

Aa#

=

!

-

"

0

.

"

A

(4

是否满足%若不满足则继续虚拟时间步循环&若满

足%则结束虚拟时间步循环%并令#

/

-

3a#

4

`

/

-

Aa#

4

%

-

"

3a#

`

-

"

Aa#

%!

-

"

0

.

"

3a#

`

!

-

"

0

.

"

Aa#

%并根据式!

;

"'式

!

0

"和式!

1

"确定0

O

3a#

%

/

0

3a#和*

/

3a#

)

!

"采用0

O

3a#

4

对结构方程式!

#!

"进行计算%

获得
3a#

时刻壁面的位移
/

M

3a#

%同时令壁面形

状函数0

?

`

/

M

3a#

%求其对空间和时间的导数0

?+

%

0

?

-

C

*

+

%

0

?

*

+

*

+

和0

?

-

C

-

C

等变量以确定下一时刻的近似边界

条件的加载信息
)

#%/$
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"当前真实时间步循环结束%进入下一时间

步的循环中
)

<;>

"

流
@

固耦合界面的信息传递

在本研究中%流体和固体采用不同的特征时

间'特征尺度或压力对相应变量进行无量纲化%因

此在计算中%当流体和固体的信息在流
.

固耦合界

面上进行交换时%需要对无量纲变量进行转化%以

时间变量为例说明#

-

C

7

%

-

C

L

"

$

I

n

"

8

8"

1

$槡 G

!

$/

"

-

C

L

%

-

C

7

"

8

8"

1

$槡 G

"

$

I

n

!

$9

"

式中-

C

7

和-

C

L

分别表示求解壁板和流场的无量纲

特征时间
)

同样的道理%压力'位移'速度等变量在

界面信息交换时也需要根据无量纲化公式进行转

化以适应各自计算需要
)

=

"

U#'*$

方程
JTS

有限元算法的

数值验证

""

图
$

中对本研究模拟翼型表面压力系数
*

8

分布与参考文献(

#9

)进行了对比%图中
<

为翼型

弦长
)

从图
$

中可以看出%本研究所采用的
VQK

算法与
+6S57

(

#9

)的计算结果非常吻合%从而验证

VQK

算法求解
>U(,M

方程静止边界问题的正

确性
)

图
$

"

*<V<""#$

翼型表面压力系数分布对比验证角

!

1

"̀g

%

$"

n

"̀:/

"

W5

I

)$

"

&,M5L5-6T5'3'L

8

M,77UM,-',LL5-5,3TN57TM5YUT5'3

'3*<V<""#$65ML'5(7UML6-,

!

1

"̀g

%

$"

n

"̀:/

"

为了与近似边界方法进行对比%本研究同时

采用动网格方法对壁板颤振进行研究%以期对这

两种方法进行比较
)

本研究中采用
KU3

等(

#%.#;

)提

出的方法对动网格问题进行处理%具体细节请参

阅文献(

#%.#;

)%限于篇幅所限%此处不做细述
)

图

!

中对这两种方法所得动壁面压力系数与
Q,53

等人(

$"

)的结果进行了对比验证%可以发现%采用

近似边界条件以及动网格方法均可以得到足够精

确的结果
)

数值验证中动壁面与高超声速来流平行%来

流参数设置为#来流马赫数
$"

n

#̀":"%

&来流温

度
0

n

`$$!:#;d

&来流压力
O

n

`$;1#:;O6

&壁

面函数及其相关参数如式!

!"

"及式!

!#

"所示#

H

!

+

%

C

"

%

&753

$

'

+

"

753

!

#

C

" !

!"

"

&

%

":""$?

#%

#:$";

:

#"

!

M6N

$

7

%

"

%

":1%?

!

!#

"

式中
&

为壁板上下振动的幅值%

#

为角频率
)

图
!

"

动壁面压力系数时间历程图对比

W5

I

)!

"

V'?

8

6M57'3'L

8

M,77UM,-',LL5-5,3TA57T'M5,7

'3?'S53

I

Y'U3N6M

@

>

"

U#'*$

方程与
=

阶活塞理论模拟

壁板颤振比较研究

""

本研究中数值模拟所采用参数设置如表
#

所示
)

$%/$



"

第
#$

期 李凯伦等#采用近似边界求解壁板颤振的
VQK

有限元算法

表
:

"

本研究物理参数设置

F&7'*:

"

.4

9

+1-&'

,

&$&B*3*$+1%341++3#0

9

物理参数 数值

来流压力$
O6 #%!!"

来流温度$
d $//:#%

壁板长度$
? #:%

壁板厚度$
? ":""!

壁板材料密度$!

4

I

$

?

!

"

0/%"

壁板材料弹性模量$
DO6 $"#:"1

壁板材料泊松比
":$9

壁板两端预紧力$!

*

$

?

"

"

""

在壁板的气弹研究中%无量纲气动力
5

是一

!

个非常重要的研究参数
5

`

$"

!

V

n

G$"

n

%

V

为来流动

"

压 %当壁板及来流的相关参数确定时%无量纲气

动力与马赫数存在一一对应的关系
)

为了与以往

的壁板气弹问题研究相一致%本研究以无量纲气

动力
5

作为参数对壁板颤振进行分析
)

图
1

中给

出了
5

为分岔参数时%采用近似边界条件'动网格

方法以及
!

阶活塞理论得到的壁板颤振分岔图
)

可以看出%采用近似边界条件求解
>U(,M

方程模

拟结果与动网格方法吻合得非常好%并且
!

阶活

塞理论模拟结果与
>U(,M

方程模拟结果在分岔点

处吻合得很好%只是随着无量纲气动力的增大%

>U(,M

方程计算所得振幅略微偏小
)

图
1

"

不同气动力模拟壁板颤振分岔对比图

!

+

$

" "̀:0%

处位移极值"

W5

I

)1

"

V'?

8

6M57'3'LY5LUM-6T5'3N56

I

M6?'L

8

63,(

L(UTT,M75?U(6T,NY

@

N5LL,M,3T6,M'N

@

36?5-L'M-,

?'N,(7

!

,]TM,?,S6(U,76T+

$

" "̀:0%

"

图
%

中给出了在
5

`1$%:!!

时
!

种方法所

得壁板的位移时间历程图对比%可以看出%采用

图
%

"

不同气动力所得壁板颤振的位移时间历程图比较

!

5

1̀$%:!!

%

+

$

" "̀:0%

"

W5

I

)%

"

V'?

8

6M57'3'LN57

8

(6-,?,3T.T5?,A57T'M5,7'L

8

63,(L(UTT,MY

@

N5LL,M,3T6,M'N

@

36?5-L'M-,

?'N,(7

!

5

1̀$%:!!

%

+

$

" "̀:0%

"

近似边界条件和动网格方法所得时间历程图非

常吻合%但是采用
!

阶活塞理论与
>U(,M

方程所

得时间历程图在振幅和周期上均稍有差距%

>U(.

,M

方程所得振幅略小于
!

阶活塞理论所得%而

>U(,M

方程所得振动周期则略大于
!

阶活塞理论

所得
)

图
;

"

图
9

中分别给出了壁板
+

$

"`":0%

处

位移取最小值'零值!上行"'最大值'零值!下行"

时%

!

种方法所得壁板的位移!

/

M

"分布图和压力

!

O

"分布图
)

可以看出%依旧是近似边界条件模拟

结果与动网格方法吻合得很好%而
>U(,M

方程与
!

阶活塞理论模拟结果则稍有差距%但大体是一致

的
)

值得注意的是%在壁板表面压力分布图上%由

>U(,M

方程所得压力值在壁板前缘和后缘点处有

突跳现象存在!

+

$

"`":0%

处取最小'最大值时

最为明显"%这主要是由于壁板的位移分布在前

后缘两端点处导数变化不连续引起的%

!

阶活塞

理论不能捕捉这一现象%而
>U(,M

方程可以准确

模拟出壁板前后缘两端不光滑尖点引起的压力

突跳
)

图
#"

和图
##

中分别给出了
+

$

"`":0%

处

位移取最小值和最大值时%两种
>U(,M

方程动边

界处理方法所得到的压力场对比%可以看出%这

两种算法所得到的的压力场非常接近%几乎是

一致的
)

从上面的算例中可以知道%近似边界条件模

拟壁板颤振结果与动网格方法所得结果非常吻

合%因此%采用近似边界条件的
VQK

有限元方法

在求解无黏可压缩流动中细长体小变形的流
.

固

耦合问题上具有较大的优势和潜力
)
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论

本文重点在于将近似边界条件成功地引入到

VQK

有限元求解壁板颤振的动边界问题中%将动

壁面对速度和压力所产生的影响以边界条件的形

式加载到
>U(,M

方程的求解过程当中%避免了采

用传统动网格方法求解壁板颤振问题所必需的复

杂过程
)

通过对近似边界条件'动网格方法以及
!

阶活塞理论进行对比研究发现#

#

"近似边界条件方法模拟壁板颤振的数值

结果与动网格方法非常地吻合%并且操作非常简

便%不用处理动网格
)

$

"

!

阶活塞理论不能模拟出壁板前后两端

不光滑尖点所引起的压力突跳%而
>U(,M

方程却

%%/$



航
"

空
"

动
"

力
"

学
"

报 第
!"

卷

可以准确地捕捉到这一现象
)

!

"采用近似边界条件的
VQK

有限元方法在

求解无黏可压缩流动中细长体小变形的流
.

固耦

合问题上具有潜力和优势
)
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