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要#采用解析法和有限元法"研究了科氏力和离心刚化效应对不同约束条件下转动薄壁圆柱筒结构

振动特性的影响"并进行了对比分析
(

结果表明"与解析解相比"有限元法计算得到的静止状态薄壁圆柱筒结

构固有频率因边界条件不同而存在不同的差异"其中两端简支边界条件下与解析解吻合较好
(

随转速增加"前

后行波频率差值加大"曲线明显分离"而这种分离趋势随周向波数的增大而减小
(

由于离心刚化效应的存在"

相比于只考虑科氏力的影响"转动薄壁圆柱筒的行波频率有增大的趋势"并且当转速和周向波数较大时"前后

行波频率均会大于对应的静频率
(
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转动的薄壁圆柱筒在动力机械中应用广泛"

如航空发动机中的薄壁轴+鼓筒结构及篦齿封严

组件等
(

转动所带来的科氏力和离心力使得转动

薄壁圆柱筒具有不同于静态圆柱筒的动力学特

性
(

当薄壁圆柱筒以匀角速度转动时"由于离心力

引起的环向初应力的影响"导致筒体刚度增加"转

动频率随转速的升高而增大%同时"因转动速度矢

量与变形速度矢量不同而导致的科氏力影响"薄

壁圆柱筒的频率由静止状态随转速变化而形成两

支"即产生不同频率的前后行波"区别于静止状态

下圆柱筒频率所对应的驻波#振型$

(

对于旋转状态下的薄壁圆柱筒"可以采用解

析方法分析其在不同边界条件下的振动特性
(

T2&//-

&

"

'对壳体的振动进行了较系统的综述
(E-&J

5*

和
V0F*

&

#

'应用三角函数和
N-62.7&0

法求得了

两端固支旋转圆柱壳的固有频率
(T-+

和
T*

I

&

!

'

对分别采用
M*00266

"

%6d

''

2

"

T*P2

和
E-0F2./

四

种壳体理论所得到的两端简支边界条件下的转动

圆柱壳前后行波特性进行了对比
(T-+

和
T*

I

&

@

'

考虑离心力+科氏力和初始应力"分析了转速+厚

径比等因素对圆柱壳在不同边界条件下固有频率

的影响
(TQ 3̂-

和
T-+

&

<

'利用广义微分求积法考

查了边界条件对转动薄壁圆柱筒振动特性的影

响
(VP20/20

&

;

'采用
N-62.7&0

法分析了薄壁圆环

的非线性弯曲振动"并与实验结果进行了对比
(

_K-0

'

&

?

'采用波传播法考察了层合复合材料转动

薄壁圆柱筒的振动特性"重点考察了圆柱筒长径

比对前后行波频率的影响
(

在对转动薄壁圆柱筒

振动特性研究的基础上"

TQ 3̂-

与
T-+

等人&

CJB

'

研究了转动平头圆锥壳的振动特性"并考查了材

料各向异性及边界条件的影响
(T22

和
]&+

&

":

'研

究了复合材料薄壁圆柱筒在附加周向肋环及轴向

肋情况下的自由振动特性
(

需要注意的是"采用解

析法和半解析法只能对边界条件和形状都比较简

单的轴对称壳体进行求解
(

除了解析方法"在圆柱圆柱筒的振动特性分

析中还大量采用传递矩阵法
(

文献&

""

'基于壳体

理论建立的一般旋转壳体振动方程采用传递矩阵

法进行了数值求解"在动+静坐标系下分析了壳体

长径比+厚径比及其边界条件对行波振动特性的

影响
(

文献&

"#

'利用传递矩阵法考查了旋转圆柱

薄壁壳的静止条件下固有频率和转动条件下的行

波特性"特别是高节径振动特性以及壳体外壁周向

篦齿结构#即密封齿$对固有振动特性的影响
(

文献

&

"!

'总结并给出了旋转壳体结构的经典计算方法
(

有限元法在旋转壳体振动特性的分析中的应

用也极为广泛
()K20

等人&

"@

'利用线性近似"考虑

了科氏加速度和大变形的影响"利用有限元法分

析了高速旋转的薄壁壳体的振动特性"得到了与其

他文献较吻合的结果
(N3*

等人&

"<

'采用超参元法"

考虑剪切和轴向变形以及转动惯性"分析了旋转薄

壁壳的振动特性"并在计算中考虑了科氏加速度+

离心力+初始张力以及由于大变形引起的几何非线

性的影响
(

文献&

";

'给出了用有限元法计算转动壳

体的有限元方法"用软件
WE)

(

89EZO98

的

M9WD

语言编制了形成科氏力矩阵与离心刚度矩

阵的程序"对转动壳体的振动特性进行了分析
(

实际的航空发动机鼓筒(篦齿封严结构设计

中需要准确获得其固有振动特性"通常采用有限

元法以进行振动和气弹稳定性评估
(

然而"通用有

限元程序获得的结果有时#尤其是周向波数较小

时$存在一定的差异
(

因转动状态下薄壁圆柱筒的固有频率实测结

果很少"本文在薄壁壳体经典理论基础&

"?

'上"基

于
T*P2

壳体假设&

"C

'

"对转动薄壁圆柱筒在不同

边界条件下的的行波振动特性分别采用解析法和

有限元法&

"B

'进行了计算"解析法中采用波传播法

对薄壁圆柱筒的周向和轴向振型进行解析计算"可

以简化计算模型和提高计算速度%有限元计算方法

中考虑了科氏力的影响"将科氏力矩阵作为类似于

阻尼矩阵的处理方式进行求解"采用有阻尼的模态

分析方法"可以较为准确地得出薄壁圆柱筒前后行

波频率
(

分析科氏力+离心力对转动薄壁圆柱筒固

有振动特性的影响"并做了对比分析"明确了两者

结果的差异"可为航空发动机结构设计中的鼓筒(

篦齿封严结构振动及气动弹性分析提供参考
(

B

!

转动薄壁圆柱筒振动分析解析法

BDB

!

基本方程及其解法

转动薄壁圆柱筒模型如图
"

所示"其中
G

为

圆柱筒的厚度#

+

$%

;

为半径#

+

$%

:

为长度#

+

$%

/

为圆柱筒绕
'

轴转动的角速度#

.

(

+&0

$

(

在柱坐

标系
'

+

H

中"

I

"

J

和
K

分别为圆柱筒在
'

"

+

和
H

方向上的位移
(
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转动薄壁圆柱筒模型
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沿中曲面法线"只讨论薄壁壳体的中面变形"忽略

薄壁结构的转动惯性等"在柱坐标系下转动薄壁

圆柱筒轴向+周向和径向
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个方向上的动力学微

分方程可表达为&
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其中
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(

对于薄壁圆柱筒"其轴向振型接近于相应边

界条件的梁的振型"故其振型函数可以用轴向梁

振型函数和周向三角函数的组合形式来描述"设

旋转状态下薄壁圆柱筒的位移函数为
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式中
M

"

7

和
N

为位移幅值"

!

为轴向半波数"

A

为周向波数!
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$为薄壁圆柱筒周

向振型函数"可表达为
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为转动薄壁圆柱筒的固有频率值
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在上述
!

种边界条件下不同轴向半波数
!

的

圆柱筒轴向振型函数的
2

!

值可由数值解法求得
(

将位移函数式代入式#

"

$"采用
N-62.7&0

法

计算偏微分方程组"积分运算后"可得转动薄壁圆

柱筒的固有频率特征方程
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$为系数"与转动薄壁圆柱筒的

固有频率
"

+转速
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+几何参数和材料参数#薄膜刚
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由方程式#

<

$得到转动薄壁圆柱筒固有频率

的求解方程
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其中系数为
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由上式可以看出"薄壁圆柱筒不转动 #

/

A:

.

(

+&0

$时"

,

#

A

,

@

A:

"其频率方程为未知数
"

# 的

一元三次方程"可求得
!

个根为

"

#

$!A
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#
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!槡 D4*/&(
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式中
&

A

"
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当薄壁筒转动时"一元六次方程式#

;

$可利用

数值方法进行求解计算"本文采用数学软件
W-5J

6-G

求解此频率方程"得到固有频率
(

BD!

!

数值计算结果及其对比分析

为便于计算结果的对比和讨论"可定义频率

系数
%

A#

#

;

"

#

"f

*

#

$

0

槡 3

(

为了检验解析法的数值计算结果的准确性"将

本文解析解与参考文献结果进行对比见表
"

(

表

!(

其中"表
"

和表
#

分别为静止状态下两端简支和

两端固支薄壁圆柱筒频率系数"由表中可以看出"

本文计算结果与文献中的结果相差较小
(

表
B

!

静止状态两端简支薄壁圆柱筒频率系数
#

比较

!
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$
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A

本文 文献&

#"

'

文献&

<

'

余弦法 等距法

# :>:!B!!: :>:!B#!! :>:!BC"B :>:@:::?

! :>":BC!B :>":B@?? :>":BCBC :>":BB@;

@ :>#":#B! :>#:B::C :>#":!": :>#":!@#

表
!

!

静止状态两端固支薄壁圆柱筒频率系数
#

比较

!

)MB

$

$

MCDE

$

+

%

,MBC

"

#$%&'!

!

K,'

N

8'/3

<

3)'00-3-'/4

#

)04@-/>;$&&'13

<

&-/1,-3$&

.@'&&$4.4$4-33&$*

+

'1>3&$*

+

'1%)8/1$,

<

3)/1-4-)/.

!

)MB

$

$

MCDE

$

+

%

,MBC

"

工况 本文 文献&
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'文献&
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' 文献&

<

'

G

(
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表
!

为两端自由边界条件下转动薄壁圆柱筒

行波频率系数与文献中计算结果的对比
(

由表中

表
E

!

两端自由薄壁圆柱筒行波频率系数的对比!
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续表

/

(#

.

(

+&0

$

A

本文 文献&

"@

'

后行波 前行波 后行波 前行波

;

! :>::<:@B@ :>::<:!<; :>::@<?CC :>::@#:!<

@ :>::C<@:: :>::C<#B" :>::C<<@" :>::C#<B?
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C :>:!;"":B :>:!;":<# :>:!;"?:< :>:!;:";<

可以看出"除了少数周向波数较小的情况下"前后

行波频率系数存在一定误差#

AA!

$"其他的周向

波数下的频率系数与文献结果均较接近
(

文献&

"@

'对于后行波频率系数#

%G

$与前行波

频率系数#

%1

$给出的表达式分别为
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/槡
#
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由解析法数值计算结果与文献结果的对比可

认为误差均在较小的范围内"表明本文的解析法

是可行的
(

!

!

考虑科氏力的有限元模态分析

!DB

!

有限元法求解的基本过程

考虑科氏力的动力学分析方程为

%

'

.

(

#

/

(

0

$

(
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(
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$

*

$

4

$

.

+

1

#

C

$

式中
%

"

0

"

/

"

$

分别为整体质量矩阵+整体阻尼

矩阵+整体科氏力矩阵+整体刚度矩阵%

$

4

为离心

力旋转软化效应的刚度矩阵%

1

为载荷向量%整体

科氏力矩阵
/

+

1

-

$

/

2

"单元科氏力矩阵为
/

2

+

#

2

7

2

Z

%

2

0

F7

2

%

7

2

为 体 积"转 速 矩 阵
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/
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/

'
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/

E

/

'

&

'

(

)

:

(

在该式中"科氏力矩阵是

作为类似于阻尼矩阵的处理方式进行求解的
(

对于无阻尼的模态分析"常用有限元软件提

供的模态提取方法有分块
T-0X*/

法+子空间法+

D*H2.M

I

0-+&4/

法和缩减法
(

有阻尼的模态分析

方法为
M-+

,

2FW25K*F

和
cOM-+

,

2FW25K*F(

本文对转动薄壁圆柱筒的有限元计算分析选用

cOM-+

,

2FW25K*F

"简要如下!

无外部激励的弹性结构动力学方程为
%

'

.k

0

(

.k$.AC($

可以分为对称和非对称部分"暂不

考虑阻尼矩阵
0

和刚度矩阵非对称部分的影响"

对称部分则通过分块
T-0X*/

法求解得其实特征

值及特征向量
(

特征值问题可转化为模态子空间

问题来求解!

.A

&

3

(

其中
&

为特征向量矩阵"

3

为模态坐标的向量"将结构动力学方程可改写为

4

'

3
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Z

0

&

(

3

(

#

'

#
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Z

$
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+
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3

+

C

#

B

$

式中
'

# 为包含前
-

阶固有频率
"

$

的对角矩阵%

对于黏性阻尼系统"模态阻尼矩阵是对角矩阵
(

式

#

B

$可改写为
4

(

5A65(

式中

5

+

3

(
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3
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+

C 4
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#
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Z

$

30/

I

+

& *&

Z

0

& '

&

有限元法通过求解上式动力学方程得到转动薄壁

圆柱筒的考虑科氏力影响的前后行波频率
(

!D!

!

有限元法的计算示例

有限元法计算分析的示例为薄壁圆柱筒"其

几何参数基于参考文献&

"#

'"给定长度
:A:>#<;

+

"

GA:>::#<+

"

;A:>";+

%材料参数为!弹性

模量
3A"":ND-

"泊松比
*

A:>!"

"密度
0

A@@C:

7

'

(

+

!

(

薄壁圆柱筒的有限元模型采用壳单元"单元

厚度设为壁厚为
:>::#<+

"单元数为
":#<"

"节点

数为
":@<#

"利用了软件
98È E

分别计算
!

种

典型边界条件下的静频率和转动条件下的行波频
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率"其中在转动柱坐标系中分别考虑科氏力和离

心力对转动薄壁圆柱筒行波振动特性的影响
(

并

将有限元计算的结果与相同边界条件下的解析解

进行了对比
(

有限元计算的薄壁圆柱筒静频率与解析解对

比如图
#

#两端简支$+图
!

#两端固支$和图
@

#一

端固支一端自由$所示
(

图
#

!

两端简支静频率随周向波数变化
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'
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图
!

!

两端固支静频率随周向波数变化

%&

'
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,
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I
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由图
#

可以看出"两端简支薄壁圆柱筒静频

率的有限元计算结果与解析解吻合较好%而图
!

和图
@

所示的两端固支及固支
J

自由边界条件的

有限元计算结果在周向波数较小时存在较大差

图
@

!

固支
J

自由静频率随周向波数变化
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'
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I
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异"特别是两端固支边界条件的结果误差较大"随

着周向波数增大"有限元计算的静频率结果与解

析解误差逐渐减小
(

这是因为在解析法中采用的

轴向梁振型函数"只有在两端简支边界条件下薄

壁筒轴向波数恰好等于相同长度梁的轴向波数"

精度最大
(

图
<

和图
;

分别为转动状态圆柱筒两端固

支+固支
J

自由两种边界条件下轴向半波数
!A"

图
<

!

不同转速两端固支行波频率比较#
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$

%&

'

(<

!

Z.-P266&0

'

H-P21.2

g

3204

I

-5F&112.205.*5-5&0

'

/

,

22F/30F2.46-+

,

2FJ46-+

,

2FG*30F-.

I

4*0F&5&*0

#

!A"

$

@B;

JA
SP



!

第
!

期 王能茂等!转动薄壁圆柱筒振动特性!有限元法与解析解的对比

图
;

!

不同转速固支
J

自由行波频率比较

%&

'

(;

!

Z.-P266&0

'

H-P21.2

g

3204

I

-5F&112.205.*5-5&0

'

/

,

22F/30F2.46-+

,

2FJ1.22G*30F-.

I

4*0F&5&*0

时的前后行波频率#有限元解$随转速的变化
(

受

科氏力影响"转动薄壁圆柱筒的频率分前后行波

两支"在周向波数较小时#

AA"

"

#

$"前后行波频率

相差比周向波数较大时#

AAB

"

":

$的大%离心力对

薄壁圆柱筒振动特性的影响与周向波数和转速相

关"周向波数较小时是否考虑离心力对行波频率

的影响不明显"而周向波数较大时"考虑离心力的

影响前后行波频率明显增大"且在某些节径和转

速下前后行波频率均大于静频率"这主要是由于

离心刚化效应所致
(

由上述计算结果的对比可以看出"有限元法

计算所得到的转动薄壁圆柱筒的固有频率较为准

确"但在较小周向波数时与解析解相比有一定的

差异
(

E

!

结
!

论

本文分别采用解析法和有限元法对典型边界

条件下转动薄壁圆柱筒的固有振动特性进行了分

析"其中考虑了科氏力与离心力的影响"并将有限

元计算的结果与解析解作了比较"结果表明

"

$采用有限元法计算得到的转动薄壁圆柱

筒静频率"与解析解相比"不同边界条件存在的误

差不同"其中两端简支边界条件下两者吻合较好%

而其他边界条件下两者存在一些差异"并且周向

波数较小时行波频率差异较大"随着周向波数增

加"差异逐渐减小
(

#

$由于科氏力的影响"随着转速的增加"行

波频率分为前后行波两支"且两者间的频率差随

周向波数增大而减小
(

!

$由于离心力的影响和离心刚化效应的存

在"与仅考虑科氏力的影响时相比"转动薄壁圆柱

筒的行波频率有增加的趋势"且当转速和周向波

数较大时"前后行波频率均大于静频率
(
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