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要!为了提高格子的稳定性#使用
'#;3/6#

展开方法#构建了新的二维四阶紧凑型格子模型#即

J%c)E2

"比较了
J%c)E2

和与
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给出的紧凑型格子模型$

J%c)EX

%的稳定性"在相同的碰撞频率下#

与
J%c)EX

相比#

J%c)E2

可以模拟初始密度比更高的一维激波管流动"这表明
J%c)E2

与现有格子模型

相比#具有更好的稳定性"详细给出了适用于高阶格子模型的边界条件实现方式"此边界条件实现方式保留

了体现
NXG

$

5B66/*#XA563B==3#6VA8

%粒子特性的迁移
9

碰撞机制"用以上给出的格子模型和边界条件处理

方式模拟激波管流动#得到的模拟结果和解析解吻合得很好"这表明所给出的边界处理方式是可行的"此边

界格式同样可以用于其他类型的流动和边界"
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J%c"

格子模型$下文简称
J%c"

模型%适用

于等温流动'

!

(

#但对于涉及温度变化的流动#如可

压缩流动#

J%c"

模型则无法胜任"目前#能够模

拟热流动的格子模型分为
)

类#即多速度模

型'

%9!&

(

)双分布模型'

!!9!%

(及与差分方法相结合的

混合模型'

!)9!C

(

"多速度模型中的高阶格子模型受

到越来越多的关注"

HV/5/
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等给出了一个二维

四阶格子模型#即
J%c)E

格子模型$下文中称之

为
J%c)E2

模型%

'

!-

(

"此模型由连续
XA56(3B==

方程经过系统的离散化方法得到"

J%c)E2

模型

是紧凑型格子模型"所谓紧凑型格子模型是这样

一些模型#即在所有的特定阶数的格子模型中#紧

凑型格子模型占据的格子空间最小#最大的水平

或者竖直方向的离散速度最小"比如#

J%c)E2

模型#占据
EiE

个格子#最大水平$竖直%方式的

离散速度为
)

个格子单位"要达到
C

阶精度#格

子模型最大的水平$竖直%方向的离散速度不得小

于
)

个格子单位"如果格子模型的最大水平$竖

直%方向的离散格子速度小于
)

#则格子精度无法

达到
C

阶"

J%c)E2

模型是最先出现的紧凑型
C

阶精度格子模型#但是这个格子模型并不是所有

紧凑型
C

阶精度格子模型中最稳定的"本文给出

一个新的紧凑型
C

阶格子模型#此模型的比

J%c)E2

模型稳定#称此模型为
J%c)EX

模型"

边界格式是格子
XA56(3B==

方法$
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#

NXG

%的关键性因素之一"高

阶格子模型的边界设置比
J%c"

模型复杂#处理

起来更困难"

J%c"

模型只有
!

层格点的离散速

度与边界相关#而高阶格子模型可能有
)

层或者

C

层甚至
-

层格点的离散速度与边界相关"这意

味着要设置多层虚拟边界格点"为了简化边界条

件的处理#在使用高阶格子模型时#往往放弃迁

移
9

碰撞机制#而采用差分方法"但是放弃迁移
9

碰撞机制#

NXG

的粒子特性也就失去了"

如何在采用高阶格子的同时保留迁移
9

碰撞

机制#前人做了有益的尝试"

G#=

0

等通过设置

多层 虚 拟 格 点#将 动 理 学 边 界 条 件 $

/̂=#6/*

QA7=8B;

>

*A=8/6/A=
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]XW

%用于高阶格子模型#给

出了保留迁移
9

碰撞机制的
]XW

实现方式'

!D

(

"

本文将给出周期性边界条件)充分发展边界条件

和壁面边界条件等边界条件在高阶格子模型中实

现的细节"使用文中给出的边界条件设置可以保

留迁移
9

碰撞机制"本文只讨论二维问题"

B

!

UND

的迁移
=

碰撞机制及其

控制方程

!!

NXG

可以通过迁移
9

碰撞机制实现#也可以

通过有限差分或者其他数值方法实现"迁移
9

碰

撞机制有明晰的物理背景#体现了
NXG

方法的

粒子特性#是
NXG

最具吸引力的特点之一"本

文做的所有数值模拟#无论是格子模型的稳定性

测试还是模拟结果与解析解的对比#都采用迁移
9

碰撞机制"

对于高阶格子而言#实现迁移
9

碰撞机制#需

要考虑两个因素!第
!

个因素是边界条件的处理#

适用于高阶格子模型的边界处理方式#将在第
)

节给出"实现迁移
9

碰撞机制的另外一个因素是

控制方程"对于所有的格子模型#无论是
J%c"

模型#还是
C

阶格子模型#实现迁移
9

碰撞机制的

控制方程都是相同的#即格子
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G

%是离散粒子速度
.

)

方向的离散速度

分布函数#此分布函数位于空间
-

和时间
G

*

&

G

是

时间步长*

!

#

<

)

是截断平衡态分布函数*

/

是无量

纲松弛时间"对于一个特定的格子模型#共有

;h!

个不同的离散粒子速度"

#

!

K#

V

!WN

模型和平衡态分布函数

离散连续
XA56(3B==

方程可以构建新的格子

模型"

J%c)E2

模型是用此方式得到的第
!

个二

维紧凑型
C

阶格子模型'

!-

(

"表
!

给出了
J%c)E2

模型的细节#表中
U

为权重系数#-

H#;3

.表示排

列#

>

是每个离散速度群$

0

;A7

4

%包含的离散速度

数目"图
!

给出了
J%c)E2

模型的格子矢量示

意图"

MV/3

在此基础上给出了一种系统化得到新

格子模型方法'

"

(

"用此方法编写程序#得到了新的

二维紧凑型
C

阶格子模型#称之为
J%c)EX

模型"

J%c)EX

模型的稳定性好于
J%c)E2

模型"表
%

给出了
J%c)EX

模型的离散速度和权重系数"

图
%

给出了
J%c)EX

模型矢量示意图"

+EE%

JA
SP



!

第
!!

期 胡开南等!基于二维紧凑型四阶格子模型的激波管流动模拟

表
B

!

K#

V

!W-

模型的离散速度及其权重系数

C*?+.B

!

K5/1(.8.9.+&1585./*)43.5

<

;81&.,,515.)8/

&,K#

V

!W-7&4.+

> .

)

U

)

!

$

&

#

&

%

&1%))!-&DD"!

C H#;3

$

lV

#

&

%

&1!&E)&D&"%D

C H#;3

$

lV

#

lV

%

&1&-EDDE+-")-

C H#;3

$

l%V

#

&

%

&1&!C%&+%!-+%

+ H#;3

$

l%V

#

lV

%

-,)-)&C+"-i!&

e)

C H#;3

$

l%V

#

l%V

%

!,&!!")E-CCi!&

e)

C H#;3

$

l)V

#

&

%

%,C-)&!&%"i!&

e)

+ H#;3

$

l)V

#

lV

%

%,+)C!C%)Di!&

eC

注!表中
V$!1!"D"E"EE-%

"

图
!

!

J%c)E2

模型矢量示意图

./

0

1!

!

Y#*6A;@A:J%c)E23A8#5

表
#

!

K#

V

!WN

模型的离散速度及其权重系数

C*?+.#

!

K5/1(.8.9.+&1585./*)43.5

<

;81&.,,515.)8/

&,K#

V

!WN7&4.+

> .

/

U

)

!

$

&

#

&

%

&1%&)"!D"!E+

C H#;3

$

lV

#

&

%

&1!%E-CC+C)-

C H#;3

$

lV

#

lV

%

&1&C)E-)E!+%&

C H#;3

$

l%V

#

&

%

+,!)D-"&CCi!&

eC

+ H#;3

$

l%V

#

lV

%

",C&&E""!Ci!&

e)

C H#;3

$

l)V

#

&

%

D,"-&-!&C"i!&

eC

+ H#;3

$

l)V

#

lV

%

),&C%"+C"Ci!&

e-

C H#;3

$

l)V

#

l)V

%

%,+!&")ED%)i!&

e-

注!表中
V$!1!"D"E"EE-%

"

J%c)E2

模型和
J%c)EX

模型的稳定性可

以用一维激波管问题测试"初始条件的设置和边

界条件的设置见下文"

影响数值模拟稳定性的因素有两个!一是起

始状态时激波管左右两侧的密度比
(

%

&

(

!

*二是

NXG

控制方程中的碰撞频率
+

#即松弛时间的倒

数"格子模型适用的密度比
(

%

&

(

!

和碰撞频率
+

越高#格子的稳定性就越好"如果在特定的密度

比和碰撞频率下#激波传播到边界时没有产生数

值振荡#则认为格子模型在此密度比和碰撞频率

下是稳定的"

图
)

给出了
J%c)E2

模型和
J%c)EX

模型

的适用的密度比和碰撞频率的范围#即稳定范围"

从图中可以看出#

J%c)EX

模型的适用范围比

J%c)E2

模型大#稳定性比
J%c)E2

模型好"本

文将使用稳定性更好的
J%c)EX

模型模拟激波

管流动#并将得到的结果和解析解做对比"

NXG

数值模拟的另外一个关键性要素是平

衡态分布函数"

C

阶精度格子模型#需要与
C

阶

精度的截断
GB_F#559XA56(3B==

平衡态分布函数

配合使用#才能使总体模拟精度达到
C

阶"

C

阶

精度的
GB_F#559XA56(3B==

平衡态分布函数为
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式中
/

为宏观速度#

K

为无量纲温度#

6

为维度"

本文将使用
J%c)EX

模型#粒子离散速度
.

)

和权重系数
U

)

由表
%

给出"

!

!

高阶格子模型一维模拟激波管

流动的边界处理

!!

用二维四阶格子模型模拟一维激波管流动#

会涉及两类边界条件!一类是激波管左右边界*一

类是激波管上下界面"一维激波管上下边界条件

适用周期性边界条件#左右边界适用充分发展边

界条件#也可以适用反弹边界条件"本文将左右

边界条件设置为充分发展边界条件"附录将给出

反弹边界格式在高阶格子中实现方式"以

J%c)EX

模型为例说明边界条件的设置方式"本

文给出的边界格式可以同样适用于其他类型的流

动和边界"

首先#给出激波管左侧边界条件的设置的细

节"激波管右侧出口边界的设置是类似的"

J%c)EX

模型有
)

层格点和边界相关"靠近

出口的第
&

)

!

和
%

层格点#均有部分离散速度分

布函数不能通过迁移过程得到#而必须通过设置

边界条件得到"

J%c"

模型适用充分发展边界格

式时#第
&

层未知离散速度分布函数等于第
!

层

图
C

!

J%c)EX

模型未知离散速度分布函数示意图

./

0

1C

!

L=̂=AF=8/@*;#6#?#5A*/6/#@8/@6;/Q76/A=:7=*6/A=A:6V#J%c)EX3A8#5

相应的离散速度分布函数"但是对于
J%c)EX

模型#与第
&

层未知离散速度分布函数对应的第

!

层离散速度分布函数#有一部分也是未知的#无

法通过迁移过程直接得到"为了克服这个困难#

可以将第
&

层格点未知离散速度分布函数设置为

第
)

层相应的离散速度分布函数"相应地#将第

!

)

%

层格点的未知速度分布函数设置为第
C

)

-

层

相应的离散速度分布函数"图
C

给出了
J%c)EX

模型每层边界格点的未知离散速度分布函数的示

意图"用类似的方式可以得到水平方向未知速度

分布函数的示意图"

J%c)EX

模型的第
&

层格点的所有水平方向

大于
!

或者等于
!

的离散速度
M

)

#

8

的速度分布函

数都是未知的"这些未知离散速度分布函数可以

设置为第
)

层格点的相应分布函数#即

!)

$

&

%

+

!)

$

)

%

!!

)

1

1

M

)

#

8

*

!

2

!!

对于第
!

层边界格点而言#所有水平方向大

于
%

或者等于
%

的离散速度
M

)

#

8

的分布函数都是

未知的#这些未知的离散速度分布函数可以设置

为第
C

层格点相应的分布函数#即
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$

!

%

+

!)

$

C

%

!!

)

1

1

M

)

#

8

*

%

2

!!

类似地可以得到第
%

层边界格点未知离散速

度分布函数

!)

$

%

%

+

!)

$

-

%

)

1

1

M

)

#

8

*

)

2

!!

图
-

给出了第
&

)

!

)

%

边界设置的示意图"第

&

)

!

)

%

层边界格式可以写成统一的形式

!)

$

7

%

+

!)

$

7

,

)

%

)

1

1

M

)

#

8

*

7

,

!

2

7

+

&

#

!

#

%

$

)

%

式中
7$&

#

!

#

%

#分别表示第
&

)

!

)

%

层格点"

以上给出了激波管左边界的设置细节"激波

管右边界的设置是相似的"
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式中
'

8

为激波管右边界"激波管右侧边界条件

写成统一的形式为
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$

'

8

-

7

%

+
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8
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7

-

)

%

)

1
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7
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!

%2

7

+

&

#

!

#

%

$

C

%

!!

激波管上下边界是周期性边界条件"这里给

出下边界设置的细节#上边界的设置是类似的"

和激波管左右边界格式一样#激波管下边界同样

要设置
)

层边界节点#只是未知的离散速度分布

函数不同"周期性边界条件将第
&

层格点的未知

离散速度分布函数设置成第
'

9

e)

层格点的离

散速度分布函数$

'

9

为上边界%#第
!

层格点的未

知离散速度分布函数设置成第
'

9

e%

层格点的

离散速度分布函数#第
%

层格点的未知离散速度

分布函数设置成第
'

9

e!

层格点的离散速度分

布函数"图
D

给出了周期性边界条件的示意图"

图
-

!

J%c)EX

模型充分发展边界条件示意图
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1-

!

.7558#?#5A
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#8QA7=8B;
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*A=8/6/A=A:

J%c)EX3A8#5

图
D

!

J%c)EX

模型周期性边界条件示意图
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*A=8/6/A=A:J%c)EX3A8#5

对于第
&

层边界网格节点#所有竖直方向大

于
!

或者等于
!

的粒子离散速度
M

)

#

9

的分布函数

都是未知的"对于周期性边界#第
&

层格点的未

知离散速度分布函数被设置为
'

9

e)

层格点的

相应离散速度分布函数#即
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类似地#可以得到第
!

层和第
%

层边界格点

的周期性边界条件
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将激波管下边界条件写成统一的形式
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用同样的方式可以得到激波管上边界条件
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写成统一的形式
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数值验证

给出格子模型)平衡态分布函数并设置好边

界条件后#就可以模拟激波管流动了"激波管左

半部分初始条件为!压力
#

$C

#密度
(

$C

#温度

K$!

#速度
<$&

"右半部分初始条件为!压力

#

$!

#密度
(

$!

#温度
K$!

#速度
<$&

"碰撞频

率
+

$!,-

"以上所给物理量都是无量纲物理

量"图
E

给出了无量纲时间
G$&,!-

时的模拟结

果#横坐标
:

为无量纲的激波管长度"图中三角

形是
J%c)EX

模型的数值模拟结果#星号断线是

J%c))

格子模型'

!E

(的数值模拟结果"附录
X

给

出了
J%c))

的离散速度和相应权重'

!+

(

#灰线为

解析解"数值模拟结果和解析解一致"

从图
E

温度分布图中可以看出#温度的数值

模拟结果没有解析解陡峭"这是因为
NXG

模拟

中增加了黏性"如果减少黏性#模拟的结果和解

析解吻合得会更好#但减小黏性会影响数值稳定

性"从图
E

也可以看出#速度曲线出现了轻微的

振荡#但这种轻微的振荡是可以接受的"如果需

要完全消除振荡#可以增加黏性#但相应地#精度

会降低"如果使用基于
NXG

的有限差分算法#

也可以完全消除振荡#但是程序会变得很复杂"
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卷

图
E

!

激波管流动的密度)压力)温度和速度分布图
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I

!

结
!

论

首先#本文给出了一种紧凑型
C

阶格子模型"

与
HV/5/

44

/

等'

!-

(给出的
C

阶格子模型相比#本文

给出的格子模型具有更好的稳定性"接着#本文

给出了适用于高阶格子模型的周期性边界)充分

发展边界等边界的设置细节"使用本文给出的边

界格式设置方式#可以保留
NXG

的迁移
9

碰撞机

制"最后#用文中给出的格子模型和边界条件设

置方式模拟了一维激波管流动#模拟结果和解析

解吻合得很好"这说明#本文给出的格子模型和

适用于高阶格子模型的边界设置方式是可行的"
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B;9O;A@@9];AÂ 3A8#5 F/6VA76=A=5/=#B;8#?/B9

6/A=@/=3B*;A8

>

=B3/*#

<

7B6/A=@

'

R

(

1HV

>

@/*B5S#?/#FT

!

M6B6/@6/*B5HV

>

@/*@H5B@3B@.57/8@B=8S#5B6#8I=6#;8/@*/9

4

5/=B;

>

ZA

4

/*@

#

!""C

#

-&

$

C

%!

%EED9%E+)1

'

-

(

!

W'TU\

#

K'2M'I'

#

2]I\2G2 G1'#B66;B=@:#;/=

5B66/*#XO]3A8#5#8:57/8

'

R

(

1RA7;=B5A:M6B6/@6/*B5HV

>

@9

/*@

#

!""-

#

+!

$

!

&

%

%!

E!9+-1

'

D

(

!

M'2UP

#

\L2UP.

#

W'TU'1]/=#6/*6V#A;

>

;#

4

;#@#=9

6B6/A=A:V

>

8;A8

>

=B3/*@

!

BFB

>

Q#

>

A=86V#UB?/#;9M6Â#@
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附录
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!

适用于高阶格子的反弹

边界条件

!!

一维激波管的左右边界可以使用反弹格式"

将使用
J%c!E

模型说明反弹格式在高阶格子中

的实现细节"相同的反弹格式设置方法可以很容

易推广到其他高阶格子模型"

J%c!E

模型的矢

量示意图见图
2!

"

图
2!
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J%c!E

模型矢量示意图
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首先考虑激波管左边界的反弹边界条件设

置"

J%c!E

模型有
)

层格点涉及边界#即第
&

)

!

)

%

层格点"首先考虑第
&

层格点"第
&

层格点中

所有水平离散速度大于或者等于
!

的分布函数都

是未知的"这样的离散速度有
D

个#即
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!!)

"这些未知离散速度分布函数#可

以通过同一格点上的已知离散速度分布函数弹回

得到#即
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!!

类似地#第
!

层和第
%

层格点上未知离散速

度分布函数也可以通过相应格点上已知离散速度

分布函数的得到
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!!

用同样的方式可以得到激波管右边界的反弹

边界条件设置
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用于
J%c!E

模型的反弹格式很容易推广到

J%c)EX

模型或者其他格子模型中"用反弹边界

格式模拟激波管流动#得到的模拟结果和解析解

吻合得很好#与用充分发展边界格式模拟激波管

流动得到的结果也是一致的"
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给出的
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模型

表
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模型的离散速度及其权重系数
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