
第３５卷 第５期

２０２０年 ５月

航空动力学报

犑狅狌狉狀犪犾狅犳犃犲狉狅狊狆犪犮犲犘狅狑犲狉

Ｖｏｌ．３５ Ｎｏ．５

Ｍａｙ


２０２０

文章编号：１０００８０５５（２０２０）０５０９０９０９　　　　　　　　犱狅犻：１０．１３２２４／ｊ．ｃｎｋｉ．ｊａｓｐ．２０２０．０５．００２

亚声速气流激励下旋转叶片的

饱和渗透现象

刘　艮１，陈贡发１，袭　安２

（１．广东工业大学 土木与交通工程学院，广州５１０００６；

２．中华人民共和国工业和信息化部 电子第五研究所，广州５１０６１０）

摘　　　要：研究了在１∶２内共振条件下，压气机叶片在亚声速气流作用下的非线性耦合振动响应。利用

涡格法得到了三维绕流压气机叶片的横向气动载荷。采用ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＲｉｔｚ法获得旋转叶片的第一阶扭转模

态和第二阶弯曲模态的模态函数，并将计算出的前三阶频率并与有限元计算结果进行对比。利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ

法对系统的偏微分方程进行截断，得到扭转模态与弯曲模态的两自由度常微分方程。通过对存在线性刚度项

耦合的系统进行了求解，得到了系统存在的两种可能的解支，并对其进行稳定分析。通过对系统两阶模态间

能量传递的分析，计算了当调谐参数为σ＝０，σ１≠０以及调谐参数为σ＝０，σ１＝０时系统扭转模态与弯曲模态

的力幅曲线，分析了模态幅值间的饱和行为和能量传递的现象，当外激励调谐参数σ１＝０时，扭转模态幅值

的跳跃现象消失。同时分析了不同参数对力频、幅频特性的影响。
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　　压气机叶片是典型的高速旋转、复杂环境下

工作的悬臂结构，是涡轮机械的关键部件。叶片

的动态特性直接影响整个发动机的工作性能。近

年来，随着复合材料技术的飞速发展，大量新型复

合材料被应用到压气机叶片的设计中。这些新的

应用给压气机叶片的振动或模态特性带来了挑

战。因此，研究复杂工况下压气机叶片的非线性

动力特性具有重要的意义。

饱和渗透是一种与内共振有关的、非线性多

自由度系统受迫振动的特有现象。在电子线路、

自动控制等领域具有广泛的应用，近年来也引起

了广大学者的关注。该现象最早由 Ｎａｙｆｅｈ等
［１］

在船体的运动研究中发现并提出理论。随后，在

文献［２］提出了一种非线性减振器，该减振器利用

了多自由度的饱和现象与二次非线性共振项，然

后引入二阶控制器，并通过传感器和执行器将它

们耦合。因为在传感器和执行器中反馈控制信号

是二次的，一旦结构被强迫靠近它的共振频率，振

动响应即可通过饱和现象抑制。在此理论基础

上，不少学者研究了高速旋转叶片的饱和渗透［３６］

等非线性动力学行为，并利用这种行为进行结构

的振动控制研究。Ｋａｎｄｉｌ等
［７］利用饱和渗透的

能量转换特性，提出了抑制压气机叶片振动的减

震器。

对于复合材料层合结构振动特性［８］的相关研

究，国内外学者做出了大量的工作。在２０世纪

９０年代，板壳结构的研究已经达到了一个较高的

水平。吕敬等［９］对复合材料层合板１∶１内共振

关系的参数共振问题做出了详细的分析研究。姚

明辉等［１０］建立了高速旋转叶片的薄壳模型，运用

高阶剪切理论，引入几何非线性得到复合材料层

合板的控制方程，采用多尺度法分析了不同参数

对叶片的非线性响应的影响。

流体激发板壳非线性振动的研究也受到了研

究者的广泛关注。较早的，Ｄｏｗｅｌｌ
［１１］对平板的颤振

问题做了系统的研究。在Ａｍａｂｉｌｉ和Ｐａｄｏｕｓｓｉｓ
［１２］

的综述中，对流体中的板壳结构的振动问题进行

了较为全面的总结。在现有文献中，气流激励的

速度往往都处在超声速阶段，研究的内容也都关

注于板壳结构的气动弹性问题。Ｓｉｎｇｈａ
［１３］研究

了系统参数对斜形层合板超声速颤振行为的影

响。Ｈａｄｄａｄｐｏｕｒ等
［１４］研究了功能梯度平板的非

线性气动弹性行为。Ｋｕｏ
［１５］研究了不同层铺间

距对矩形平板的超声速颤振的影响。Ｚｈａｏ等
［１６］

用三阶活塞理论计算了复合材料层合板的振动问

题，周正贵等［１７］采用二维的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程

对压气机静子叶片和转子叶片内的流动情况进行

了数值模拟，结果表明不同的叶间距受到的非定

常气动力基本由一阶傅里叶分量决定。Ｙｏｕｎｇ

等［１８］利用数值方法模拟了压气机叶片在横向振

动方向上的翼型的涡脱落现象。张伟等［１９］基于

薄翼型理论，在薄翼型上沿平均弧线分布涡旋，推

导出作用在可展开机翼上的气动激励力表达式。

本文在对系统控制方程经过模态截断之后，

运用多尺度法对旋转叶片一阶扭转模态和二阶弯

曲模态构成两自由度非线性系统进行摄动分析，

得到了系统在直角坐标系下的平均方程。通过改

变气动力的幅值，研究了气动力对旋转叶片非线

性动力行为的影响。然后根据求解系统离散后的

强耦合非线性方程，得到系统的两种可能的解支，

研究了不同参数对系统的饱和渗透非线性动力学

行为的影响。

１　亚声速气动力的表达式

为了获得叶片上的气动载荷，本节对叶片的

工作环境进行了理想化处理，考虑了亚声速流动

中的气流载荷，并采用涡格法（ｖｏｒｔｅｘｌａｔｔｉｃｅ

ｍｅｔｈｏｄ）
［２０］计算作用在叶片上的气流气动激励载

荷。与机翼周围的二维流动［２１］不同，机翼周围三

维流动的主要特征是升力沿翼展的变化。对于有

限长翼展的升力面，下方的高压空气会在翼尖处

０１９
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向上方的低压空气翻过去，其结果是翼尖附近上

表面处的压强趋向于和下表面的压强相等，从而导

致翼面单位展长上的升力是由翼根向翼尖递减的。

下面利用翼面三维绕流流场所产生的涡强度分布

规律进行压气机叶片翼面横向气动载荷的求解。

将旋转叶片简化为绕其轴向旋转的带预扭转

角的板模型，如图１所示。利用马蹄涡对其表面

的流场进行离散。其中ＬＥ表示叶片的前缘，ＴＥ

表示后缘。α０ 为根部迎角，α１ 为叶片端部扭转

角，犮为弦长，ω为平板旋转转速。叶片分为５个

面板元件，每个面板从前缘延伸到后缘。

图１　旋转平板的马蹄涡分布图

Ｆｉｇ．１　Ｌａｙｏｕｔｏｆｔｈｅｖｏｒｔｅｘｌａｔｔｉｃｅｏｎｔｈｅ

ｒｏｔａｔｉｎｇｐｌａｔｅ

涡线布置在前缘１／４弦上，控制点位于３／４

弦上。由于叶片在狕方向上存在空间的几何位置

分量，因此所布涡的坐标总结如下：

狓犿狀 ＝
犮
２
＋
犮
４
ｃｏｓα犿狀，　狔犿狀 ＝

２狀－１
２犻
犫，

狕犿狀 ＝－
犮
４
ｓｉｎα犿狀 （１ａ）

狓１狀 ＝
犮
４
＋
犮
４
（１－ｃｏｓα狀－１），　狔１狀 ＝

狀－１
犻
犫，

狕１狀 ＝
犮
４
ｓｉｎα狀－１ （１ｂ）

狓２狀 ＝
犮
４
＋
犮
４
（１－ｃｏｓα狀），　狔２狀 ＝

狀
犻
犫，

狕２狀 ＝
犮
４
ｓｉｎα狀 （１ｃ）

其中（狓犿狀，狔犿狀，狕犿狀）为控制点的位置坐标，（狓１狀，

狔１狀，狕１狀）和（狓２狀，狔２狀，狕２狀）为马蹄涡的位置坐标。

通过计算实际马蹄涡和控制点的几何位

置，利用涡格法求解了各马蹄涡在控制点处的

涡强度

Γ狉 ＝犪αｒ犃 （２）

其中

犃＝

０．１１６＋０．０４３９＋０．０２３５＋０．０１３０＋０．６２４

０．０４９６＋０．１３４＋０．０４９１＋０．０２４５＋０．０１１１

０．０３０７＋０．０６２４＋０．１３８＋０．０４４７＋０．０１８３

０．０２０４＋０．０３８６＋０．０６５２＋０．１３４＋０．０３３１

０．０２３６＋０．０１２９＋０．０３７１＋０．５８８＋

熿

燀

燄

燅０．１２０５

α狉 ＝ α０＋
２犽－１
犿狀（ ）δ ＋αｃｏｓ（ω狋），

狉，犽＝１，２，…，５，　犪＝４π犫犞∞，　α０ ＝
π
１０
，

δ＝
π
１２
，　犿＝５，　狀＝２ （３）

其中犃是通过涡格法计算出来的涡强的系数，α０

是预安装角，δ是根部与叶片顶部之间的扭转率。

定义αｃｏｓ（ω狋）是攻角的一个周期扰动。

根据涡格法，翼面的升力载荷为

犔０ ＝ρ∞犞∞∑
５

狀＝１

Γ狀Δ狔狀 （４）

　　把涡强方程（２）和坐标参数代入方程（４）得到

作用在旋转叶片上的横向气动载荷为

犘＝０．１ρ犞∞犫［１６．４７７犫犞∞αｃｏｓ（ω狋）＋

７．２６２犫犞∞］ （５）

其中犫是叶片的展向长度，ρ是来流密度，α是攻

角，犞∞是来流速度，且与压气机旋转速度有关。

２　旋转叶片的动力学建模

如图２所示，将航空发动机叶片简化为一个固

定在刚性轮毂并且带有预扭转角和预安装角的悬

臂板模型。叶片截面随着板展向伸长方向的扭转

角度线性变化。设叶片根部的迎角为α，初始角度

即叶片根部的安装角为α０，叶片尖端处迎角为α１。

沿着叶片展向迎角发生线性改变，α＝α０＋狓（Δα／

图２　旋转叶片模型图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｒｏｔａｔｉｎｇｂｌａｄｅ

犫），其中犫为展长，Δα＝α１－α０。叶片采用复合材

料层合结构，犺为叶片厚度，犺犻为单层厚度，犻为层

数。图２中为对称铺设方式，犞∞为来流速度，犉

１１９
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为气动载荷，Ω为叶片轮盘系统的转动速度。

其几何关系、本构关系及建模过程参照文献

［２２］，本文不再赘述。

３　旋转叶片的固有频率分析

通常，除了个别较为简单的模型外，一般的层

合板模型很难求出其频率的解析解，所以工程中

常用近似解法来获得层合板模型的频率近似解。

常用的近似解法包括有限元法，基于能量变分原

理的ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法等。为了分

析前一节所建旋转叶片动力学模型的频率，系统

的位移分量可以用位移幅值函数表示如下

狌（狓，狔，狋）＝犝（狓，狔）ｅ
ｉ狑狋 （６ａ）

狏（狓，狔，狋）＝犞（狓，狔）ｅ
ｉω狋 （６ｂ）

狑（狓，狔，狋）＝犠（狓，狔）ｅ
ｉω狋 （６ｃ）

Φ狓（狓，狔，狋）＝Φ狓（狓，狔）ｅ
ｉω狋 （６ｄ）

Φ狔（狓，狔，狋）＝Φ狔（狓，狔）ｅ
ｉω狋 （６ｅ）

其中犝（狓，狔），犞（狓，狔），犠 （狓，狔）为振型函数，

Φ狓（狓，狔）和Φ狔（狓，狔）表示位移在狓，狔轴的扭转角

位移。

根据Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式
［２３］，将其展开为如下

形式

犝（ξ，λ）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犝犿狀犜犿（ξ）犜狀（λ） （７ａ）

犞（ξ，λ）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犞犿狀犜犿（ξ）犜狀（λ） （７ｂ）

犠（ξ，λ）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

犠犿狀犜犿（ξ）犜狀（λ） （７ｃ）

Φ狓（ξ，λ）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

Φ狓犿狀犜犿（ξ）犜狀（λ） （７ｄ）

Φ狔（ξ，λ）＝∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

Φ狔犿狀犜犿（ξ）犜狀（λ） （７ｅ）

　　为了研究数值结果的有效性，将数值结果与

有限元结果进行了比较。本节选取前五阶进行截

断，即犿＝狀＝５。表１列出了通过有限元方法得

到的前三阶频率与Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式得到的前

三阶频率的对比结果。

表１　叶片前三阶横向模态对应的频率

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犳犻狉狊狋狋犺狉犲犲狅狉犱犲狉犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳狋犺犲犫犾犪犱犲

模态
频率／Ｈｚ

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式 有限元

一阶弯曲模态 ７８０．５ ７９６．１

一阶扭转模态 ２８６１．１ ２７８１．０

二阶弯曲模态 ５７５０．３ ６０９５．３

　　进一步从图３中的对比可以得出，两者的计

算结果相对误差较小，可以满足计算需要。

图３　ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＲｉｔｚ法所得结果与有限元法

所得结果的相对值

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｌａｔｉｖｅｖａｌｕｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ

ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＲｉｔｚｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅ

ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

４　叶片扭弯模态１∶２内共振条件

下的摄动分析

　　根据文献［２２］中的无量纲化后的系统控制方

程，本节应用多尺度法得到旋转叶片非平面振动

的近似解析解。由于系统的线性刚度项第一阶扭

转模态狑１ 与第二阶弯曲模态狑２ 耦合，在结合实

际参数代入计算后发现线性刚度前的系数不能设

为小量。在实际离散完成后，发现作用在两阶模

态上的外力的幅值量级不同，作用在第一阶扭转

模态上的外激励明显小于第二阶弯曲的外激励，

因此在尺度变换后第一阶外力的幅值会消失。

将各变量和参数做如下尺度变换：

μ２ →εμ２，犿２２ →ε犿２２，犿２６ →ε犿２６，犿２８ →ε犿２８，

犿２９ →ε
２犿２９，犿２１０ →ε

２犿２１０，μ３ →εμ３，

犿２３ →ε犿２３，犿３６ →ε犿３６，犿２８ →ε
２犿２８，

犿２１ →ε
２犿２１，犿２４ →ε

２犿２４，犿２５ →ε
２犿２５，

犿２７ →ε
２犿２７，犿３１ →ε

２犿３１，犿３４ →ε
２犿３４，

犿３５ →ε
２犿３５，犿３７ →ε

２犿３７，犿３８ →ε
２犿３８，

犿３９ →ε
２犿３９，犿３１０ →ε

２犿３１０ （８）

　　将方程（８）带入到系统的平均方程，得到变换

后的方程如下：

狑̈１＋εμ２
狑１＋犽２１狑１＋犽２２狑２＋ε

２犿２１狑
３
１＋

ε犿２２狑
２
１＋犿２３狑１狑２＋ε

２犿２４狑１狑
３
２＋ε

２犿２５狑
２
１狑２＋

ε犿２６狑
２
２＋ε

２犿２７狑
３
２ ＝ε

２犿２８狆２１ｃｏｓΩ狋＋

ε
２犿２９狆２３＋ε

２犿２１０ （９ａ）

２１９
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狑̈２＋εμ３
狑２＋犽３１狑１＋犽３２狑２＋ε

２犿３１狑
３
２＋

ε犿３２狑
２
２＋犿３３狑１狑２＋ε

２犿３４狑１狑
２
２＋ε

２犿３５狑
２
１狑２＋

ε犿３６狑
２
１＋ε

２犿３７狑
３
１ ＝ε

２犿３８狆２１ｃｏｓΩ狋＋

ε
２犿３９狆２３＋ε

２犿３１０ （９ｂ）

　　运用多尺度法进行多尺度分析，假设上述强

非线性方程微振动的一次近似解的形式为

狑１ ＝狑１０（犜０，犜１）＋ε狑１１（犜０，犜１）＋…

（１０ａ）

狑２ ＝狑２０（犜０，犜１）＋ε狑２１（犜０，犜１）＋…

（１０ｂ）

　　将方程（１０）带入方程（９）后比较同次幂，得到

ε
０ 阶

犇２０狑１０＋犽２１狑１０＋犽２２狑２０ ＝０ （１１ａ）

犇２０狑２０＋犽３１狑１０＋犽３２狑２０ ＝０ （１１ｂ）

　　ε
１ 阶

犇２０狑１１＋犽２１狑１１＋犽２２狑２１ ＝－２犇１犇０狑１０－

μ２犇０狑１０－犿２３狑１０狑２０－犿２１０ （１２ａ）

犇２０狑２１＋犽３１狑１１＋犽３２狑２１ ＝－２犇１犇０狑２０－

μ３犇０狑２０－犿３３狑１０狑２０＋犿３８狆２１ｃｏｓΩ狋＋

犿３９狆２３－犿３１０ （１２ｂ）

　　由于式（１２）刚度项是耦合的，所以假设出的

解的形式必须是耦合且存在一定的关系，才能让

同时满足两个方程。

式（１２）的解可以设为

狑１０ ＝犃１（犜１）ｅｊ
ω１犜０＋犃２（犜１）ｅｊ

ω２犜０＋犮犮

（１３ａ）

狑２０ ＝Γ１犃１（犜１）ｅｊ
ω１犜０＋Γ２犃２（犜１）ｅｊ

ω２犜０＋犮犮

（１３ｂ）

　　将式（１３）代入方程（１１）得到

犇２０狑１１＋犽２１狑１１＋犽２２狑２１ ＝－犿２３犃
２
１Γ１ｅ

２ｊω１犜０－

犿２３犃１珚Γ１珡犃１－犿２３犃１犃２Γ２ｅ
ｊ（ω１＋ω２

）犜
０－

犿２３珡犃１Γ１犃１－犿２３珡犃１犃２Γ２ｅ
ｊ（ω１犜０＋σ犜１

）
－

犿２３犃１犃２Γ１ｅ
ｊ（ω１＋ω２

）犜
０－犿２３珡犃１犃２珚Γ１ｅ

ｊ（ω１犜０＋σ犜１
）
－

犿２３犃２珡犃２珚Γ２－犿２３犃２珡犃２Γ２－ｊμ２ω１犃１ｅ
ｊω１犜０－

２ｊω１犇１犃１ｅ
ｊω１犜０－ｊμ２犃２ω２ｅ

ｊω２犜０－

犿２３犃
２
２Γ２ｅ

２ｊω２犜０－２ｊω２犇１犃２ｅ
ｊω２犜０－犿２１０＋犮犮

（１４ａ）

犇２０狑２１＋犽３１狑１１＋犽３２狑２１ ＝－犿３３犃
２
１Γ１ｅ

２ｊω１犜０－

犿３３犃
２
２Γ２ｅ

２ｊω２犜０－犿３３犃１珡犃１珚Γ１－

犿３３犃１犃２Γ２ｅ
ｊ（ω１＋ω２

）犜
０－犿３３犃１珡犃１珚Γ１－

犿３３犃２珡犃１Γ２ｅ
ｊ（ω２－ω１

）犜
０－犿３３犃１犃２Γ１ｅ

ｊ（ω１＋ω２
）犜
０－

犿３３犃２珡犃１珚Γ１ｅ
ｊ（ω２－ω１

）犜
０－犿３３犃２珡犃２珚Γ２－

犿３３犃２珡犃２Γ２－ｊμ３ω２犃２Γ２ｅ
ｊω２犜０－

２ｊω１Γ１犇１犃１ｅ
ｊω１犜０－２ｊω２Γ２犇１犃２ｅ

ｊω２犜０－

ｊμ３ω１犃１Γ１ｅ
ｊω１犜０＋

１

２
犿３８狆２１ｅ

ｊω犜０＋

犿３９狆２３－犿３１０＋ｃｃ （１４ｂ）

其中ｃｃ表示复数部分，珡犃１ 和珡犃２ 的上划线表示其

复数共轭。

研究扭转模态与弯曲模态之间１∶２的内共

振关系。引入调谐参数σ描述ω２ 和２ω１ 的接近

度。于是，内共振可以表示为

ω２ ＝２ω１＋εσ，　σ＝狅（１） （１５）

　　如果系统线性部分完全解耦，则方程（１２）左

端频率为ω１ 或者为ω２ 的谐波项自相平衡，令方

程右端对应项的系数为零即可消除永年项，但是，

由于系统存在线性项耦合，为了消除永年项，确定

方程的可解性条件，设特解

狑１１ ＝犠１１ｅ
ｊω１犜０＋犠１２ｅ

ｊω２犜０ （１６ａ）

狑２１ ＝犠２１ｅ
ｊω１犜０＋犠２２ｅ

ｊω２犜０ （１６ｂ）

　　将式（１６）代入式（１４），比较两端频率为ω１ 和

ω２ 的谐波的系数

（犽２１－ω
２
狉）犠１狉＋犽２２犠２狉 ＝狇１狉，　狉＝１，２

（１７ａ）

犽３１犠１狉＋（犽３２－ω
２
狉）犠２狉 ＝狇２狉，　狉＝１，２

（１７ｂ）

　　得到系统消除永年项的条件为

－２ｊω１（１＋Γ
２
１）犇１犃１－ｊω１犃１（μ２＋μ３Γ

２
１）

－珡犃１犃２（珚Γ１＋Γ２）（犿２３＋犿３３Γ１）ｅｊ
σ犜１ ＝０

（１８ａ）

－２ｊω２（１＋Γ
２
２）犇１犃２－ｊω２犃２（μ２＋μ３Γ

２
２）－

犃２１Γ１（犿２３＋犿３３Γ２）ｅ
－ｊσ犜１＋

１

２
Γ１Γ２犿３８狆２１η３ｅ

－ｊσ１犜１ ＝０ （１８ｂ）

　　引入极坐标系下幅值与相位的关系

犃狉（犜１）＝
犪狉（犜１）

２
ｅｊβ狉

（犜
１
），　狉＝１，２ （１９）

　　得到消除长期项后的系统复数形式的平均

方程

犇１犪１ ＝犅１犪１＋
１

２
犆１η１犪１犪２ｃｏｓφ２ （２０ａ）

犇１犪２ ＝犅２犪２＋
１

２
犆２η２犪

２
１ｃｏｓφ２＋η３犳ｃｏｓφ１

（２０ｂ）

犪１犇１φ１ ＝犪２σ１＋
１

２
犆２η２犪

２
１ｓｉｎφ２－η３犳ｓｉｎφ１

（２０ｃ）

犪２犇１φ２ ＝犪２σ－犆１η１犪
２
２ｓｉｎφ２＋

１

２
犆２η２犪

２
１ｓｉｎφ２－η３犳ｓｉｎφ１ （２０ｄ）
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　　对于稳态响应，按照珔犪１ 是否为零分为两种

情况，找到两个可能的解，即单模态解和双模

态解。

１）珔犪１＝０，即单模态解，得到

珔犪１ ＝０ （２１ａ）

珔犪２ ＝ η３
犳

犅２２＋σ槡
２
１

（２１ｂ）

　　２）珔犪１≠０，即双模态解，得到

珔犪１ ＝ －ξ１±
２η３犳

犆２η
（ ）

２

２

－ξ槡槡
２
３ （２２ａ）

珔犪２ ＝
１

犆１η１
（σ１－σ）

２
＋４犅槡

２
１ （２２ｂ）

　　根据求得的单模态解和双模态解，下面对这

两种解进行稳定性分析。

５　结构的力频响应和幅频响应分析

根据定常解的稳定性条件，下面通过一系列

的力幅曲线、幅频曲线形象地展示了系统在１∶２

内共振情况下的丰富动力学特性。在图４中（σ＝

０，ξ１＜０，犮１＝１．３３３，犮２＝５．１６５）给出犪１ 和犪２ 随

激励幅值犳的变化曲线。其中，稳定解用实线表

示，不稳定解用虚线表示，犮１、犮２ 是由稳定性分析

得出系统发生状态改变的转速的临界值。从图中

可以看出，随着外激励振幅的逐渐增加，振幅犪１

保持为零，振幅犪２ 沿着式（２１ｂ）所确定的渐近解

递增。当外激励幅值大于点犮２＝５．１６５时，幅值

图４　σ＝０，σ１≠０时的力幅曲线

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｒｅｓｐｏｎｓｅａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｗｈｅｎσ＝０，σ１≠０

犪１ 和犪２ 进入由双模态解所确定的渐近解支，单

模态解失去稳定性，此时第二阶模态的响应独立

于外激励幅值。幅值犪１ 发生跳跃进入由式（２２ａ）

确定的渐近解递增，幅值犪２ 进入由式（２２ｂ）确定

的渐近解转变为饱和行为，随着外激励幅值的增

加，犪２ 幅值保持不变。

当外激励由高到低回落时，幅值犪１ 和犪２ 继

续沿着双模态解锁控制的解支变化，幅值犪１ 逐渐

变小，幅值犪２ 沿着式（２２ｂ）继续饱和状态。当外

激励幅值越过犮１＝１．３３３时，幅值犪１ 和犪２ 发生变

化，犪１ 和犪２ 回落到由单模态解所确定的解支，犪１

由拐点跳落到零值，犪２ 退出饱和状态。

图５（σ＝０，σ１＝０，ξ１＞０，犮２＝３．２６６７）给出了

内共振和外激励都精确调谐时的力幅状态，幅值

犪２ 的饱和行为和能量传递的现象依然存在，但犪１

的跳跃现象消失。

图６给出了不同外激励调谐参数σ１ 所对应

的幅频响应曲线，图中划分了稳定与不稳定区域，

其中蓝色部分为稳定区域，绿色部分为不稳定区

域。在力幅平面对由不同调谐参数σ１ 所截得的

不同力频曲线进行截取，得到了图７不同外激励

调谐参数下的力幅曲线。

图５　σ＝０，σ１＝０时的力幅曲线

Ｆｉｇ．５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｒｅｓｐｏｎｓｅａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｗｈｅｎσ＝０，σ１＝０

通过力频曲线图６及图７可以得到不同外激

励调谐参数所对应的力幅关系。从图中可以看出，

随着外激励调谐参数的减小，力频关系不稳定区域

减小。当外激励调谐参数趋于０时，犪１ 幅值所对应

的力频关系与图５中幅值犪１ 的变化趋势一致。

在（σ１，犪１）上对力频关系稳定与不稳定区域

分割点进行投影，各点连线形成（σ１，犪１）平面。从

平面上的趋势线可以看出，随着激励调谐参数的

增加，不稳定区域逐渐加大。
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图６　不同调谐参数下的力频关系

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｕｒｎｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图７　不同调谐参数所对应的力幅曲线

Ｆｉｇ．７　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｔｕｒｎｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

在图７中给出了稳态响应下力幅曲线随外激

励调谐参数的变化情况，计算了正向外激励幅值

增加与反向外激励负值减小的跳跃点与回落点的

数值。其中对应于不同的外激励幅值σ１＝０．１１，

犮１＝１．０９７４和σ１＝０．１２，各力频曲线发生跳跃的

点各有不同，得到了不同外激励调谐参数下的跳

跃点的数值。从图中可以看出，随着外激励调谐

参数的增大，跳跃点逐渐延迟，与之对应的跳跃之

后幅值也有所加大。从图中还可以看出，虽然对

应着不同外激励调谐参数，但是各个调谐参数缩

影的幅值的回落点几乎贴近，即犮１＝１．０７１９（σ１＝

０．１１），犮１＝１．０９７４（σ１＝０．１１５）和犮１＝１．１２２９

（σ１＝０．１２），可见当相对坐标轴反向施加外激励

幅值时，幅值由稳定状态回落到另一稳定状态所

对应的外激励幅值几乎不变。

在考察了力频关系后，对系统的幅频关系进

行了分析。图８～图１１给出了内共振精确调谐

（σ＝０）时，不同参数所对应的幅频关系曲线。

在图８中，箭头为频率响应曲线随调谐参数

变化的变化趋势。由图可以看出，在调谐参数接

近共振时，两个幅值反生跳跃，当内部共振被精确

调谐时，频率响应曲线具有左右对称的特征。图

９为在内共振非精确调谐情况下，得到的频率响

应曲线。在此条件下，频率响应曲线是不对称的。

图８　不同外激励调谐参数下的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．８　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｔｕｒｎｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图９　内共振非精确调谐时的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．９　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｗｈｅｎｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｌ

ｒｅｓｏｎａｎｃｅｉｓｎｏｔｐｒｅｃｉｓｅｌｙｔｕｎｅｄ

图１０给出了不同阻尼系数（μ）所对应的幅频

曲线，从图中可以看出，当内共振精确调谐时，增

大阻尼会减小各阶模态响应的幅值。图１１为不

同线性刚度耦合系数下系统的幅频响应曲线。从

图中可以得出，耦合效应越小，振幅跳变现象的阈

值越高。耦合系数越大，共振区域越大。图１２为

５１９



航　空　动　力　学　报 第３５卷

图１０　不同阻尼系数系数下的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄａｍｐｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图１１　不同刚度耦合系数下的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｕｐｌｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

图１２　不同外激励幅值下幅频响应曲线

Ｆｉｇ．１２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

不同外激励幅值所对应的幅频响应曲线。同样的

可以从图中看出，在小的外部激励作用下，系统中

跳跃现象的阈值较高。当饱和现象发生时，不同

激励的两个振幅之间的振幅是相同的，不同的是

达到饱和所需的阈值的范围是不同的。

６　结　论

本文研究了亚声速气流作用下叶片的非线性

耦合振动响应。采用ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＲｉｔｚ法获得旋

转叶片的第一阶扭转模态和第二阶弯曲模态的模

态函数，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法对系统的偏微分方程进

行截断，得到扭转模态与弯曲模态的两自由度常

微分方程。采用摄动法，得到了系统在直角坐标

系下的平均方程，通过改变气动力的幅值，研究了

气动力对旋转叶片非线性动力行为的影响。通过

摄动分析对存在线性刚度项耦合的系统进行了求

解，计算了幅值响应随激励变化的趋势。对两阶

模态间的能量传递进了分析，发现了扭转模态与

弯曲模态间存在着饱和与渗透现象，模态本身存

在着跳跃现象，同时分析了不同参数对力频、幅频

特性的影响。
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