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弹性支承黏弹性阻尼航空发动机薄壁
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摘　　　要：面向航空发动机薄壁机匣部件黏弹性约束层阻尼减振分析的工程需求，开展黏弹性阻尼机匣

弹性支承边界模拟和结构动力学分析研究。将机匣进行力学简化为圆柱壳体模型，通过引入一系列人工弹

簧，将圆柱壳边界载荷的转化为弹簧的弹性势能，实现了机匣任意边界支撑刚度的有效模拟。结果表明：增大

边界刚度可以提高机匣的固有频率，机匣的阻尼特性对支承刚度的敏感性与固有频率相反。此外，在机匣工

程设计过程中，可以通过加强支撑结构的环向和法向刚度，获得满意的结构动力学特性。

关　键　词：机匣；薄壁圆柱壳；黏弹性阻尼；弹性边界；动力学特性

中图分类号：Ｖ２１４　　　　　文献标志码：Ａ

收稿日期：２０１９１１０９

基金项目：国家自然科学基金面上项目（１１４７２０６８）

作者简介：吴宏春（１９８３－），男，工程师，博士生，主要从航空发动机结构设计研究。

通信作者：韩清凯（１９６９－），男，教授、博士生导师，博士，主要从事机械结构动力学研究。Ｅｍａｉｌ：ｑｉｎｇｋａｉ＿ｈａｎ＠ｈｏｔｍａｉｌ．ｃｏｍ

引用格式：吴宏春，韩清凯．弹性支承黏弹性阻尼航空发动机薄壁机匣动力学特性分析［Ｊ］．航空动力学报，２０２０，３５（７）：１４１３１４２４．

ＷＵＨｏｎｇｃｈｕｎ，ＨＡＮＱｉｎｇｋａｉ．Ｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｅｒｏｅｎｇｉｎｅｃａｓｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇ

ｍａｔｅｒｉａｌｓｕｎｄｅｒｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＰｏｗｅｒ，２０２０，３５（７）：１４１３１４２４．

犇狔狀犪犿犻犮犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狊犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳犪犲狉狅犲狀犵犻狀犲犮犪狊犻狀犵狊狋狉狌犮狋狌狉犲狊

狑犻狋犺狏犻狊犮狅犲犾犪狊狋犻犮犱犪犿狆犻狀犵犿犪狋犲狉犻犪犾狊狌狀犱犲狉犲犾犪狊狋犻犮狊狌狆狆狅狉狋狊

ＷＵＨｏｎｇｃｈｕｎ
１，２，ＨＡＮＱｉｎｇｋａｉ１

，２

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，

ＮｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈｅｎｙａｎｇ１１０８１９，Ｃｈｉｎａ；

２．ＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＣｏｎｔｒｏｌｏｆＡｅｒｏＰｒｏｐｕｌｓｉｏｎＳｙｓｔｅｍＭｉｎｉｓｔｒｙ

ｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，

ＮｏｒｔｈｅａｓｔｅｒｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈｅｎｙａｎｇ１１０８１９，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓａｐｐｒｏａｃｈｏｆｔｈｅｃａｓｉｎｇｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇｍａｔｅｒｉａｌｔｒｅａｔ

ｍｅｎｔｕｎｄｅｒａｒｂｉｔｒａｒｙｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔｓｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄｆｏｒｔｈｅｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎ

ｔｒｏｌｏｆａｅｒｏｅｎｇｉｎｅｃａｓｉｎｇ．Ｔｈｅｃａｓｉｎｇｗａｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓａｔｈｉｎｗａｌｌｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ．Ｔｈｅｎ

ｔｈｅｇｏｖｅｒｎｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｃａｓｉｎｇｔｒｅａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇｗａｓｅｓ

ｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ｉｎｗｈｉｃｈｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｄｕｅｔｏｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇｍａｔｅｒｉａｌｗｅｒｅｃｏｎ

ｓｉｄｅｒｅｄ．Ｂｙｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇａｓｅｒｉｅｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｓｐｒｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｓ，ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｌｏａｄｏｆｔｈｅｃａｓｉｎｇ

ｗａｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｓｐｒｉｎｇ，ａｎｄｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅａｒｂｉｔｒａｒｙｂｏｕｎｄａｒｙｓｕｐｐｏｒｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｎｔｈｅｃａｓｉｎｇｗａｓｒｅａｌｉｚｅｄ．Ｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｅｄｔｈａｔ

ｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｕｌｄｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｃａｓｉｎｇ，ｗｈｉｌｅ



航　空　动　力　学　报 第３５卷

ｔｈｅｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｏｆｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｔｏｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｗａｓｏｐｐｏｓｉｔｅｔｏｔｈｅｎａｔ

ｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｉｎｔｈｅｄｅｓｉｇｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｃａｓｉｎｇ，ｔｈｅｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｙ

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｔｒｅｎｇｔｈｅｎｉｎｇｔｈｅｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌａｎｄ

ｎｏｒｍａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｃａｓｉｎｇ；ｔｈｉｎｗａｌｌｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ；ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇｍａｔｅｒｉａｌｓ；

ｅｌａｓｔｉｃｅｄｇｅｓ；ｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

　　薄壁圆柱壳构件结构广泛应用于航空发动

机、燃气轮机的机匣、盘鼓组合式转子等结构，如

图１所示，其动力学特性对航空发动机和燃气轮

机的工作性能有重要的影响。随着以美国Ｆ１１９、

Ｆ１２０，欧洲的ＥＪ２０００和俄罗斯ＡＬ４１为代表的第

四代航空发动机研制成功与服役，以高流量比、高

压比、高温和低耗油率为重要指标的新一代航发

对航空薄壁壳体部件提出了轻质高效的技术要

求。由于气动、振动、温度和噪声等复杂多物理场

耦合环境共同作用下，轻质航空发动机薄壁构件

振动问题日益突出，传统的通过单一结构改进增

加加强筋避开共振区域实现减振的处理方法，间

接增加了航空发动机总体质量，对发动机推重比

指标产生不利影响。目前，采用新型阻尼材料进

行薄壁结构振动抑制业已成为研究的热点工作，

在航空领域通过在机匣等薄壁圆柱壳部件表面贴

附耐高温黏弹性约束层阻尼提高结构阻尼能力，

图１　航空发动机机匣

Ｆｉｇ．１　Ｃａｓｉｎｇｏｆａｅｒｏｅｎｇｉｎｅ

可以有效降低薄壁结构振动实现减振。但航空发

动机薄壁构件（特别是薄壁盘鼓组合构件）联接条

件复杂，考虑到薄壁构件振动行为对支撑边界敏

感，加之黏弹性阻尼材料带来的材料非线性因素，

导致对于复杂边界载荷下黏弹性阻尼材料航空

薄壁构件动力学行为认识不足，严重制约了高推

比航空发动机薄壁构件阻尼设计与应用。因此，

深入开展复杂边界条件下黏弹性阻尼航空发动

机薄壁构件的动力学行为研究，在结构动态设计

与优化、排故以及提高构件使用寿命等方面具有

重要理论意义与工程应用价值。

工程中常常将机匣和鼓筒等薄壁壳体部件简

化为薄壁圆柱壳体结构便于开展基本的力学分

析，经过多年的发展，特别是随着航空航天技术的

发展，圆柱壳体类部件获得了广泛的应用，关于薄

壁壳体部件的动力学研究一直是国际上力学和工

程中的热点，针对不同的结构对象，经过多年的探

索提 出 了 以 Ａｒｏｎ、Ｌｏｖｅｓ、Ｓａｎｄｅｒｓ、Ｆｌüｇｇｌｅ、

Ｄｏｎｎｅｌｌ为代表的薄壳理论和Ｒｅｉｓｓｎｅｒ和Ｎａｇｈｄｉ

厚壳理论。目前，虽然各向同性和复合材料壳体

的动力学建模的近似假设、理论方法和技术手段

取得了长足的进步，但如何解决航空航天工程中

所遇到的实际问题，仍是板壳结构动力学领域的

热点研究方向，经过国内外学者多年的研究探索，

在壳体动力学研究取得丰富的研究成果，对于各

向同性材料壳体动力学相关研究进展，这里不再

赘述。

由于航空发动机和燃气轮机工作条件复杂且

严酷，薄壁壳体构件的振动问题始终无法避免的，

针对航空发动机特定的工作环境，开展结构振动

抑制是工程应用领域关注的重点。常用的振动抑

制手段是在结构的特定部位通过施加振动耗能装

置改变结构固有的阻尼特性，达到降低结构振动

幅值的目的。在众多的振动抑制手段中，采用黏

弹性阻尼材料是较为常见的处理方法，特别是对

于航空航天薄壁构件振动抑制，黏弹性阻尼材料

具有非常明显的技术优势与应用前景。在板壳结

构动力学分析领域，黏弹性约束层阻尼薄壁构件

属于由弹性黏弹性弹性材料构成的多层复合结

构。针对多层复合结构，研究人员开展了大量的

动力学建模和试验研究，取得了丰富的成果，简要

评述如下：Ｋｅｒｗｉｎ、Ｒｏｓｓ和 Ｍｅａｄ等
［１３］最早研究

了带黏弹性约束层阻尼材料梁的振动特性和动力

学响应问题。Ｒａｏ等
［４］建立了黏弹性约束层阻尼

梁动力学有限元模型，并对初始应力作用下黏弹

性约束层阻尼梁振动特性进行了分析。对于自由

４１４１
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层和局部黏弹性约束层阻尼悬臂梁，Ｒａｖｉ等
［５］用

模态叠加法求解了其结构振动响应问题。Ｚｈａｎｇ

等［６］分析了阻尼的结构参数与材料参数对黏弹性

约束层阻尼梁动力学特性的影响规律。在黏弹性

阻尼壳体研究领域，Ｐａｎ
［７］最先分析了黏弹性约

束层阻尼薄壁圆柱壳的固有特性，并提出了衡量

结构阻尼能力的模态损耗因子概念。此后，在众

多学者的努力下，在黏弹性阻尼薄壁圆柱壳的动

力学分析领域形成了较为完整的研究体系和方

法，如有解析法、半解析法、有限单元法以及基于

试验测试研究方法等。Ａｌａｍ等
［８９］在其综述文章

中对于黏弹性阻尼薄壁圆柱壳的理论建模与数

值计算方法发展情况进行了系统的评述。在众多

数值和理论方法中，以传递矩阵法为代表的半解

析法成为复合材料结构动力学分析的重要手段之

一。李恩奇、Ｘｉａｎｇ等
［１０１１］建立了黏弹性阻尼层

合圆柱壳的传递矩阵半解析动力学分析模型，并

系统分析了典型的固定、简支和自由边界条件和

结构阻尼参数对黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳

动力学特性影响规律。Ｚｈｅｎｇ等
［１２］改进了Ｌｉ的

传递矩阵法，获得了多层阻尼层方案圆柱壳结构

的动力学与响应特性。近年来，以有限元法为代

表的数值方法在结构动力学领域特别是工程技术

领域获得了越来越广泛的应用。Ｒａｍｅｓｈ等
［１３１５］

建立了黏弹性阻尼薄壁圆柱壳有限元分析模型，

并讨论了不同黏弹性层材料参数和几何参数薄壁

圆柱壳动力学特性。Ｃｈｅｎ与 Ｗａｎｇ等
［１６１７］提出

了一种全新的１２自由度单元，建立了有限元模型

并分析局部黏弹性约束层阻尼圆柱壳的动力学特

性。Ｈｕ等
［１８］分析了简支黏弹性约束层阻尼圆柱

壳体在振动响应，值得注意的是在 Ｈｕ的研究中

借鉴了Ｄｏｕｇｌａｓ等
［１９］的研究成果，充分考虑了黏

弹性阻尼的频率依赖性，因此 Ｈｕ的研究更能反

映出黏弹性材料本身的力学性能。Ｚｈｅｎｇ等
［２０］

以振动位移和结构体积最小为优化目标函数，对

局部黏弹性阻尼带的位置、数量和长宽比进行了

优化。通过上文综述可以看出，现有的黏弹性阻

尼薄壁圆柱壳体的动力学分析多集中在传统的

典型边界条件（固支、简支和自由支撑），但工程实

际中，由于安装条件的限制和组合结构影响，航空

发动机薄壁圆柱壳结构大多属于非典型支撑。以

如图１所示的机匣与中介机匣联接为例，外涵机

匣通过螺栓安装在刚度较小的中介机匣上，此时

两者的联接不属于传统固定边界条件，特别是当

联接螺栓由于温度载荷和振动载荷的作用出现松

脱时，机匣和中介机匣的联接为典型的弹性边界。

目前，采用有限元法通过引入约束弹簧可以实现

弹性边界的模拟，但在理论分析方面，弹性支撑边

界条件下黏弹性阻尼薄壁圆柱壳缺乏有效的解

析建模手段，导致工程技术人员对安装边界刚度

退化和组合结构带来的弹性支撑边界改变情况下

黏弹性材料航空薄壁圆柱壳的振动行为分析缺

乏分析手段。

本文针对以机匣为代表的航空发动机薄壁构

件复杂边界条件下黏弹性阻尼结构动力学分析的

需求，以黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳为对象开

展复杂弹性边界模拟和结构动力学特性研究。通

过黏弹性阻尼材料基本假设和层间变形协调关

系，有效减少了动力学建模过程中变量控制数目，

降低了动力学方程维度。通过引入人工边界弹

簧，将薄壁圆柱壳边界载荷的转化为人工弹簧的

弹性势能。采用 ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法获得了任意弹

性支撑边界下黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳动

力学微分方程。搭建了模态试验系统，通过模态

实验验证本文提出的计算方法的准确性。最后，

系统讨论了黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳环向波

数和连续线性变化边界弹簧刚度对结构固有特性

与损耗因子的影响。

１　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳动力学

建模

图２　黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓｈｅｌｌ

１１　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳坐标系

本文建模分析的黏弹性约束层阻尼薄壁圆

柱壳由基层、黏弹阻尼层和约束层３部分组成，如

图２所示。图２中基体薄壁圆柱壳长、中面半径

和厚度分别为犔、犚ｓ和犎ｓ表示，犚ｆ与犎ｆ为黏弹
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性阻尼层的中面半径和厚度，约束层的半径和厚

度用犚ｃ、犎ｃ表示。符号狌，狏和狑 为基层壳体在

柱坐标系犗狓θ狕中沿狓，θ和狕向的位移。

１２　黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳基本假设

黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳在外部载荷

作用下振动时，各层会产生变形。由于各层材料

刚度的不同，导致明显的层间变形差异，其中黏弹

性层刚度远小于约束层和基体层，导致约束层和

基体层的形变要远小于黏弹性阻尼层，因此认为

约束层对黏弹性阻尼层的形变有抑制作用，使得

黏弹性阻尼层引入新的剪切变形。黏弹性阻尼层

的剪切变形使得系统的动能转化为阻尼层的内

能，实现结构振动抑制。考虑到整个变形过程以

及薄壁壳体假设，在黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱

壳的建模过程做如下简化：

１）忽略黏弹性阻尼薄壁圆柱壳在厚度方向

的应变。认为黏弹性阻尼材料振动时以剪切变形

为主，因此忽略黏弹性阻尼层的拉伸、抗弯刚度，

只考虑剪切刚度。

２）基体层、黏弹性阻尼层和约束层之间结合

完好没有滑移并且层间位移连续变化。同时，认

为３层材料具有相同的径向位移。

３）忽略壳体截面转动惯量，在黏弹阻尼层中

只考虑横（径）向振动惯量，忽略面内惯性。

１３　黏弹性阻尼结构变形协调关系

由于本文研究的黏弹性阻尼薄壁圆柱壳为

３层层合薄壁结构，包含基体层、黏弹性阻尼材料

层与约束层，分别用ｓ、ｆ、ｃ表示。根据文中第１．２

节假设，３层之间的变形协调关系如图３所示。

图３　黏弹性约束层阻尼结构变形协调关系

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆ

ｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ

ｄａｍｐｉｎｇｔｒｅａｔｍｅｎｔ

在黏弹性阻尼薄壁圆柱壳振动产生形变时，

各层之间的变形协调关系可以通过结合面处的位

移表示如下：

狌ｃ犼（狓，θ）－
犎ｃ
２β

ｃ犼（狓，θ）＝狌ｆ犼（狓，θ）＋

犎ｖ／２βｖ犼（狓，θ）

狌ｓ犼（狓，θ）＋
犎ｓ
２β

ｓ犼（狓，θ）＝狌ｆ犼（狓，θ）－

犎ｖ／２βｖ犼（狓，θ）　　（犼＝狓，θ） （１）

式中β犼为各层扭转变形角度。

进一步整理式（１）可以获得黏弹性阻尼层的

位移与转角表达式

狌ｆ犼（狓，θ）＝ ［１２ 狌ｃ犼（狓，θ）－
犎ｃ
２β

ｃ犼（狓，θ）＋

狌ｓ犼（狓，θ）＋
犎ｓ
２β

ｓ犼（狓，θ ］）

βｆ犼（狓，θ）＝
１

犎 ［ｆ 狌ｃ犼（狓，θ）－
犎ｃ
２β

ｃ犼（狓，θ）－

狌ｓ犼（狓，θ）－
犎ｓ
２β

ｓ犼（狓，θ ］）
（犼＝狓，θ） （２）

　　通过式（２）将黏弹性阻尼材料层的位移、转角

通过基体层、约束层的位移和转角表示。

１４　黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳能量表达式

根据能量叠加原理，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳

整体的动能可以通过各层动能叠加的形式获得

犜犻＝
１

２
犔犎犻ρ犻∫

２π

０∫
１

０

狌２犻 ＋狏
２
犻 ＋狑（ ）２ 犚犻ｄξｄθ

（犻＝ｓ，ｆ，ｃ） （３）

式中ξ＝
狓
犔
为无量纲长度，ρ犻 为黏弹性阻尼圆柱

壳各层的密度。

根据文中第１．２节基本假设，黏弹性阻尼薄

壁圆柱壳基体层与约束层的弯曲势能可写成如下

形式：

犝犻＝
犚犻
２∫

－犎犻
２

－犎犻
２∫

犔

０∫
２π

０

犈犻
１－μ

２
犻

ε
犻（ ）狓

２
＋ ε

犻（ ）θ［ ］｛ ２
＋

２μ犻犈犻

１－μ
２
犻

ε
犻
狓ε
犻
θ＋犌犻 γ

犻
狓（ ）θ 烍
烌

烎

２
ｄθｄ狓ｄ狕　（犻＝ｓ，ｆ）（４）

其中犈犻与μ犻分别弹性模量和泊松比。约束层与

基体材料的剪切模量为犌犻＝犈犻／２１＋μ（ ）犻 ，犻＝ｓ，

ｃ，基于Ｄｏｎｎｅｌ壳体假设式（４）中应变表达式为

ε狓 ＝
狌
犔ξ

－狕

２狑

犔２ξ
２
，

εθ＝
１

犚
狏

θ
＋（ ）狑 －狕

１

犚２
·

２狑

θ
２ ＋狕

１

犚２
·狏
θ
，

γ狓θ ＝
狏
犔ξ

＋
１

犚
·狌
θ
－狕

２

犚犔
·

２狑

ξθ
＋狕

１

犚犔
·狏
ξ

（５）

　　根据本文第１．２节中的假设，黏弹性阻尼层
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剪切变形引起的剪切势能如下

犝ｆ＝
犔
２∫

犎
ｆ
／２

－犎ｆ
／２∫

１

０∫
２π

０
τ
狏
狓狕γ

狏
狓狕＋τ

狏
θ狕γ

狏
θ（ ）狕 犚ｆｄθｄ狓ｄ狕

（６）

１５　黏弹性约束层阻尼圆柱壳弹性支撑边界模拟

图１所示薄壁机匣通过螺栓联接在中介机匣

上，由于热载荷变化和振动带来的交变载荷，会引

起螺栓的松脱，使得边界联接刚度退化。对于机

匣边界联接刚度改变的力学计算，可以近似归结

为弹性地基上的薄壁圆柱壳动力学分析问题。目

前，关于弹性地基支撑动力学分析问题工程界开

展了大量研究，并形成了一系列的有效的简化处

理方法，其中以温克尔（Ｗｉｎｋｌｅｒ）地基模型最为简

单和常用。在 Ｗｉｎｋｌｅｒ模型假设中，认为支撑基

础为均质的、各向同性线弹性材料，同时假设弹性

基础支反力与该点的挠度成正比，基于地基的均

质假设，认为地基的弹性系数为常量。基于上述

分析，本文在弹性支撑边界计算时将支撑边界用

一系列具有相同弹性系数的离散人工弹簧组合进

行模拟。考虑壳体单元承受的内力主要为弯矩和

剪力，因此在薄壁壳体自由边的轴向、周向、法向

和转角方向分别引入单位位移弹簧，分别用犽０狌，

犽０ｖ、犽
０
狑、犽

０
θ 和犽

１
狌，犽

１
ｖ、犽

１
狑 和犽

１
θ 表示。根据上文的分

析，弹性支撑边界下的黏弹性约束层阻尼薄壁圆

柱壳如图４所示。对于两端弹性支撑的圆柱壳边

界弹簧产生的弹性势能表达式为

犝ｓｐｒ＝
１

２∑
犻＝ｓ，ｆ，ｃ

犻∫
２π

０
犽狌０ 狌犻 ０，θ，（ ）［ ］狋 ２

＋犽
０
狏 狏犻 ０，θ，（ ）［ ］狋｛ ２

＋犽
０
狑 狑 ０，θ，（ ）［ ］狋 ２＋犽

０
θ
１

犔２
＋
狑 ０，θ，（ ）狋

［ ］
ξ ｝

２

·

犚ｄθ＋
１

２∑
犻＝ｓ，ｆ，ｃ

犻∫
２π

０
犽１狌 狌犻 １，θ，（ ）［ ］狋 ２

＋犽
１
狏 狏犻 １，θ，（ ）［ ］狋 ２

＋犽
１
狑 狑 １，θ，（ ）［ ］狋 ２

＋犽
１
θ
１

犔２
狑 １，θ，（ ）狋

［ ］
ξ｛ ｝

２

犚ｄθ

犻＝ｓ，ｆ，（ ）ｖ （７）

图４　人工弹簧模拟弹性支撑薄壁圆柱壳示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈ

ｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔ

１６　黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳动力学方程

由于本文通过式（３）与式（４）的变形协调关

系，简化了建模过程中变量的数目，在本文振动方

程建模和求解过程中，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳振

动的位移可以写成如下形式

狌犻＝ｅ
－ｊω狋ｃｏｓ狀θ犝犻（ξ）

狏犻＝ｅ
－ｊω狋ｓｉｎ狀θ犞犻（ξ）

狑＝ｅ
－ｊω狋ｃｏｓ狀θ犠（ξ

烅

烄

烆 ）

　　 犻＝ｓ，（ ）ｃ

（８）

其中狀为圆柱壳的环向波数，ω为壳体的固有频

率，圆柱壳在狓、狔和狕方向的振型函数用、犞（ξ）

和犠（ξ）表示。详细的振型函数具体构造方法及

多项式阶次选择见文献［２１２２］。

将圆柱壳基体、约束层与黏弹性层的势能相

加获得黏弹性阻尼薄壁圆柱壳的总势能为

犝 ＝犝ｓ＋犝ｃ＋犝ｆ＋犝ｓｐｒ （９）

　　根据文献［２１２２］中ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法处理过

程，弹性支撑边界条件下黏弹性约束层阻尼薄壁

圆柱壳的特征值可以写成如下形式

ω
２
＝
犝ｍａｘ＋犝ｓｐｒ
犜ｎｕｍ

（１０）

其中

犝ｍａｘ＝ 犝（ ）ｓ ｍａｘ＋ 犝（ ）ｆ ｍａｘ＋ 犝（ ）ｃ ｍａｘ

（１１）

　　将式（１０）对振型函数中的待定系数求偏导，

并取极值，可以获得到频率方程如下：

犓Ｒｅ＋ｉ犓
ｌｍ
＋犓ｓｐｒ－ω

２［ ］犕 犡 ＝０ （１２）

其中犡＝｛ ｝犪 犫 犮 犱 犲 Ｔ 为里兹向量，犻２＝－１

为虚数。犓Ｒｅ为刚度矩阵，犓ｌｍ为由于黏弹性阻尼

材料带来的虚数矩阵，犓ｓｐｒ为边界刚度矩阵，表达

式为

犓Ｒｅ＝

犓犪犪 犓犪犫 犓犪犮 犓犪犱 犓犪犲

犓Ｔ犪犫 犓犫犫 犓犫犮 犓犫犱 犓犫犲

犓Ｔ犪犮 犓Ｔ
犫犮 犓犮犮 犓犮犱 犓犮犲

犓Ｔ犪犱 犓Ｔ
犫犱 犓Ｔ

犮犱 犓犱犱 犓犱犲

犓Ｔ犪犲 犓Ｔ
犫犲 犓Ｔ

犮犲 犓Ｔ
犱犲 犓

熿

燀

燄

燅犲犲 ５犖×５犖

（１３ａ）
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犓ｌｍ ＝

犓犪犪 犓犪犮 犓犪犱

犓犫犫 犓犫犮 犓犫犲

犓犮犮 犓犮犲

犓犱犱

犓

熿

燀

燄

燅犲犲 ５犖×５犖

（１３ｂ）

犓ｓｐｒ＝

犽狊犪犪 犽狊犪犱

犽狊犫犫 犽狊犫犲

犽狊犮犮

犽狊犱犪 犽狊犱犱

犽狊犫犲 犽狊

熿

燀

燄

燅犲犲 ５犖×５犖

（１３ｃ）

式（１３）中矩阵具体的表达式见附录。

黏弹性阻尼薄壁圆柱壳动力学方程的质量

矩阵犕 表达式为

犕 ＝

犕犪犪 犕犪犮 犕犪犱

犕犫犫 犕犫犮 犕犫犲

犕Ｔ
犪犮 犕犮犮 犕犮犱 犕犮犲

犕Ｔ
犪犱 犕Ｔ

犮犱 犕犱犱

犕Ｔ
犫犱 犕Ｔ

犮犱 犕

熿

燀

燄

燅犲犲 ５犖×５犖

（１４）

式（１４）中具体的表达式见附录。

求解方程（１２）可以获得弹性支撑边界条件下

黏弹性阻尼薄壁壳固有特性。

２　黏弹性阻尼层合薄壁圆柱壳的

模态试验研究

　　为了验证本文方法的收敛性和准确性，对图

５所示的黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳的开展

模态试验。图５中的黏弹性约束层阻尼薄壁圆

柱壳的材料参数和几何参数如表１所示。试验件

的基体为 Ｑ２３５ 钢，黏弹性阻尼材料为 ＤＹ

ＡＤ６０６，约束层采用铝板。图５中黏弹性约束层

阻尼试验件通过圆周均布２４个螺栓联接在夹具

上，模拟经典的固定自由支撑边界条件。

图５　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳试验件

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｉｎｗａｌｌｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇ

表１　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳结构及几何参数

犜犪犫犾犲１　犘犺狔狊犻犮犪犾犪狀犱犵犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲

狋犺犻狀狑犪犾犾犲犱犮狔犾犻狀犱狉犻犮犪犾狊犺犲犾犾狑犻狋犺狏犻狊犮狅犲犾犪狊狋犻犮犱犪犿狆犻狀犵

物理量 薄壁壳体 黏弹性层 约束层

长度／ｍｍ １０５ １００ １００

半径／ｍｍ １４５

厚度／ｍｍ １．５ ０．５ ０．３

密度／（ｋｇ／ｍ
３） ７８００ ９９９ ２７００

弹性模量／ＧＰａ ２０６ 犌ｆ ７０

泊松比 ０．３ ０．３ ０．３

注：犌ｆ＝０．７９６（１＋０．９５ｉ）ＭＰａ。

　　在工程实际中，一般将刚度大于１０
８Ｎ／ｍ的

弹簧认为是刚性支承，因此在本节计算悬臂圆柱

壳时，通过设置一端的四个边界弹簧刚度犽０狌＝

犽０狏＝犽
０
狑＝犽

０
θ＝１０

１１ Ｎ／ｍ 模拟固定边界，另一端

犽１狌＝犽
１
狏＝犽

１
狑＝犽

１
θ＝０Ｎ／ｍ模拟自由边界。通过试

验模态分析和本文解析法求得的固有频率和模态

损耗因子对比如表２和表３所示，模态振型如图

６所示。在表２、表３中，由于实验误差的原因，黏

弹性阻尼薄壁圆柱壳的前４阶环向波数振型并

没有被激发。当狀＝５时，试验测试的结果与解析

计算的固有频率结果误差为２．８４％，随着环向波

数的增大，实验结果与计算结果误差在５％以内。

当狀＝９时，试验测试的结果与解析计算的模态损

耗因子结果误差为１３．２％，考虑到结构和测试精

度的影响，模态损耗因子误差范围在可接受范围

内。根据文献［２２］的分析，计算时选取的多项式

截断阶次（犖）影响计算的精度，本文选取截断阶

次犖＝１５开展计算，通过对比表２与表３表明本

文的计算方法和选取的多项式截断阶次具有较高

的的精度，后续计算分析具有合理性。

表２　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳固有频率

犜犪犫犾犲２　犖犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳狋犺犲狋犺犻狀狑犪犾犾犲犱犮狔犾犻狀犱狉犻犮犪犾

狊犺犲犾犾狑犻狋犺狏犻狊犮狅犲犾犪狊狋犻犮犱犪犿狆犻狀犵

（犿，狀） 试验结果／Ｈｚ 本文解析／Ｈｚ 误差／％

（１，５） １０３０．９ １０６０．２ ２．８４

（１，６） １０５３．２ １０６７．６ １．３６

（１，７） １１２５．３ １１３５．６ ０．９１

（１，８） １３０１．４ １３２６．１ １．８９

（１，９） １５２０．３ １４９０．９ １．９３

（１，１０） １７６１．７ １７８２．２ １．１６

８１４１
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表３　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳部件模态损耗因子

犜犪犫犾犲３　犕狅犱犲犾犾狅狊狊犳犪犮狋狅狉狊狅犳狋犺犲狋犺犻狀狑犪犾犾犲犱犮狔犾犻狀犱狉犻犮犪犾

狊犺犲犾犾狑犻狋犺狏犻狊犮狅犲犾犪狊狋犻犮犱犪犿狆犻狀犵

（犿，狀）
模态损耗因子／％

试验结果 本文解析
误差／％

（１，５） １．１１ １．２７ ７．０８

（１，６） ２．３４ ２．４５ ４．４８

（１，７） ４．４１ ４．０１ ９．９７

（１，８） ５．０２ ４．５２ １１．１

（１，９） ４．７９ ４．２３ １３．２

（１，１０） ３．３９ ３．７６ ９．８７

图６　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳模态振型

Ｆｉｇ．６　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｉｎｗａｌｌｅｄ

ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇ

３　数值算例与结果讨论

３１　黏弹性阻尼层合圆柱壳固有特性

图７为表１中的黏弹性约束层阻尼薄壁圆

柱壳的固有频率与模态损耗因子随环向波数变化

情况。在图７中包含了四种典型的安装边界，分

别为：两端固支（ＣＣ）、悬臂（ＣＦ）、固支简支

（ＣＳ）和两端简支（ＳＳ）。由图７（ａ）可以看出，随

着环向波数狀的增加，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳的

固有频率随环向波数增大首先减小，在环向波数

狀＝６时，黏弹性阻尼薄壁壳体固有频率达到最

小值。对任意确定的环向波数狀，两端固支边界

拥有最大的固有频率值，随后为固支简支、两端

简支和悬臂支撑边界的固有频率。值得注意的

是，当狀＞１０时各种边界条件下的固有频率收敛

于某一特定值，这一结果表明：当环向波数较大

时，黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳固有频率对边

界支撑条件变化不敏感。

图７（ｂ）为黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳损

耗因子随环向波数狀的变化趋势。与图７（ａ）中

固有频率变化相反，随着环向波数的增大，黏弹性

阻尼圆柱壳的模态损耗因子随环向波数变化表现

为先增大后减小趋势。与图７（ａ）中具有一致性，

高阶环向波数情况下模态损耗因子收敛，说明模

态损耗因子对高阶振动振型不敏感。对任意确定

的环向波数狀，悬臂支撑边界拥有最大的模态损

耗因子，随后为两端简支、固支简支和两端固定

支撑情况。对比图７（ａ）与图７（ｂ），图７（ｂ）中模

态损耗因子曲线与图７（ａ）中固有频率曲线随边

界支撑变化的敏感性相反。

图７　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳振动特性随环向波数

狀变化

Ｆｉｇ．７　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｉｎｗａｌｌｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｓｈｅｌｌｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ

ｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ狀

３２　弹性边界黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳

固有特性分析

　　针对工程实际中广泛存在复杂边界支撑情

况，本文提出的计算方法对处理复杂边界，特别是

弹性支撑边界的结构的振动问题具有明显的技术

９１４１
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优势。本节假设黏弹性阻尼层合圆柱壳的支撑方

式为一端固支，另一端为弹性支撑，在计算过程中

假设圆柱壳一端的人工弹簧刚度无限大来模拟固

定边界，壳体另一端的人工弹簧刚度数值线性变

化，具体如下：犽０狌＝犽
０
狏＝犽

０
狑＝犽

０
θ＝１０

１１ Ｎ／ｍ，犽１犻∈

１０－３，１０［ ］１１ ，犼＝狌，狏，狑，θ。

图８为轴向半波数犿＝１、环向波数狀＝５，即

（１，５）模态振型的黏弹性圆柱壳的振动特性随人

工弹簧刚度变化关系曲线，其中图８（ａ）为固有频

率，图８（ｂ）为模态损耗因子。当人工边界弹簧刚

度犽０狌＝犽
０
狏＝犽

０
狑＝犽

０
θ＝１０

１１ Ｎ／ｍ，犽１狌＝犽
１
狏＝犽

１
狑＝

犽１θ＝０时，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳为一端固支一

端自由（ＣＦ）支撑。以图８（ａ）所示的固有频率为

例，当人工弹簧刚度位于犽１犻∈ １０
－３，１０［ ］３ 区间变

化时，固有频率曲线为一条平行弹簧刚度轴的直

线，此时边界弹簧刚度的改变并没有明显影响黏

弹性阻尼薄壁圆柱壳的固有频率，此时黏弹性层

合圆柱壳的支撑方式仍然接近初始的悬臂支撑情

况。随着人工弹簧刚度数值增大，当弹簧刚度数

值位于犽１犻∈ １０３，１０［ ］８ 区间内时，固有频率为弹

簧刚度的单调递增函数。通过对比不同方向的边

界弹簧的曲线，法向人工弹簧犽狑 最先影响圆柱壳

的固有频率。当所有的支撑刚度接近无限大，即

犽１犻∈［１０
８，１０１１］时，人工弹簧刚度的改变对黏弹性

阻尼薄壁圆柱壳固有频率影响很小。对比不同

方向的人工弹簧刚度，环向刚度犽狏 对固有频率的

影响最为敏感，其次是轴向刚度犽狌、法向刚度犽狑，

扭转刚度犽θ对固有频率影响非常小。

图８（ｂ）描述了模态损耗因子随着支撑刚度

的变化情况。与图８（ａ）中曲线变化趋势具有一

致性，当支撑刚度犽１犻∈ １０－３，１０［ ］３ 在区间变化

时，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳的模态损耗因子曲线

仍然为平行于刚度坐标轴的直线，证明在此区间

内人工弹簧支撑刚度对黏弹性阻尼薄壁圆柱壳

图８　黏弹性阻尼薄壁圆柱壳振动特性随支撑刚度

变化（狀＝５）

Ｆｉｇ．８　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｗｉｔｈｂｒａｃｅ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｆｏｒｔｈｉｎｗａｌｌｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈ

ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｄａｍｐｉｎｇ（狀＝５）

的模态损耗因子没有明显的影响。在犽１犻 ∈

１０３，１０［ ］８ 区间，随着支撑刚度的增加，模态损耗

因子为支撑刚度的单调递减函数，这一变化趋势

与固有频率情况相反。当所有的支撑刚度犽１犻∈

［１０８，１０１１］时，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳模态损耗

因子对人工弹簧刚度改变不敏感。同时，黏弹性

阻尼薄壁圆柱壳的模态损耗因子受环向刚度犽狏

与法向支撑刚度犽狑 的影响最大，受扭转刚度犽θ

影响最小。

３３　组合弹性边界黏弹性约束层阻尼固有特性

图９与图１０为组合边界刚度连续变化对黏

弹性阻尼薄壁圆柱壳的第（１，５）模态的振动特

性的影响规律。设定在狓＝０处的人工弹簧刚度

为固定支撑，即犽０狏＝犽
０
狑＝犽

０
狌＝犽

０
θ＝１０

１１ Ｎ／ｍ。在

狓＝１处假定两个方向的人工弹簧刚度无限大，其

余两个人工弹簧在犽１犻∈［１０
－３，１０１１］范围内线性

变化。

在图９中，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳弹性支撑

０２４１
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图９　振动特性随边界刚度变化（犽
（１）
狌 ＝犽

（１）
θ ＝１０

１１Ｎ／ｍ，

犽
（１）
狏 ∈［１０

－３，１０１１］，犽
（１）
狏 ∈［１０

－３，１０１１］）

Ｆｉｇ．９　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｃｏｍｂｉｎｅｂｏｕｎｄａｒｉｅｓｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

（犽
（１）
狌 ＝犽

（１）
θ ＝１０

１１Ｎ／ｍ，犽
（１）
狏 ∈［１０

－３，１０１１］，

犽
（１）
狏 ∈［１０

－３，１０１１］）

图１０　振动特性随边界刚度变化（犽
（１）
狏 ＝犽

（１）
狑 ＝１０

１１Ｎ／ｍ，

犽
（１）
θ ∈［１０

－３，１０１１］，犽
（１）
狌 ∈［１０

－３，１０１１］）

Ｆｉｇ．１０　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｃｏｍｂｉｎｅｂｏｕｎｄａｒｉｅｓｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

（犽
（１）
狏 ＝犽

（１）
狑 ＝１０

１１Ｎ／ｍ，犽
（１）
θ ∈［１０

－３，１０１１］，

犽
（１）
狌 ∈［１０

－３，１０１１］）

端的支撑方式为轴向人工边界弹簧与扭转人工边

界弹簧刚度无限大，即犽
（１）
狌 ＝犽

（１）
θ ＝１０

１１ Ｎ／ｍ。当

环向人工弹簧犽
（１）
狏 与法向人工弹簧犽

（１）
狑 的刚度在

区间［１０－３，１０１１］范围内线性增加时，固有频率首

先保持定值，随后在［１０４，１０８］刚度范围内单调递

增，当边界弹簧刚度在１０８ Ｎ／ｍ以上时，固有频

率随着弹簧刚度增大不再改变。与固有频率相

反，模态损耗因子随着环向支撑弹簧犽狏 与法向弹

簧犽狑 的刚度在区间［１０
－３，１０１１］范围内线性增加

时，黏弹性阻尼薄壁圆柱壳的模态损耗因子先保

持定值，随后在［１０４，１０８］刚度范围内单调递减，

当边界弹簧刚度在１０８Ｎ／ｍ以上时，模态损耗因

子随着弹簧刚度增大不再改变。同时，在图９中

截取某一特定人工弹簧刚度下的平面图（２Ｄ图），

则固有频率和模态损耗因子随着另一个支撑刚度

的２Ｄ图变化情况与图７中的变化趋势具有一

致性。

图１０为扭转人工弹簧刚度与轴向人工弹簧

刚度对黏弹性约束层阻尼薄壁圆柱壳的（１，５）固

有频率和模态损耗因子的影响曲线。图１０计算

的黏弹性阻尼圆柱壳支撑的横向人工弹簧与周向

人工弹簧刚度为犽
（１）
狏 ＝犽

（１）
狑 ＝１０

１１Ｎ／ｍ，扭转人工

弹簧犽
（１）
θ 与轴向人工弹簧犽

（１）
狌 在［１０－３，１０１１］区间

内线性变化。这一结果表明，薄壁圆柱壳部件的

固有特性和阻尼特性对于边界刚度具有一定的

“敏感区间”，在［１０４，１０８］区间内，薄壁圆柱壳的

固有频率和模态损耗因子出现剧烈的变化，因此

在工程实际中应引起注意，避免由于支撑刚度变

化引起结构共振。通过对比图９与图１０，模态损

耗因子与固有频率具有相同的变化趋势，这里不

再赘述。

值得指出的是，通过分析图９与图１０的分析

可以得出，相比于扭转人工弹簧犽
（０）
θ 与轴向人工

弹簧犽
（０）
狌 组合，环向支撑弹簧犽狏 与法向弹簧犽狑

组合对结构的振动行为影响更大，在工程实际中

应对这两个方向的边界刚度予以重视，因此在设

计支撑机匣和盘鼓组合结构时，必要时需要加强

支撑机匣（轮盘）的环向刚度和法向刚度，保证机

匣和鼓筒的动力学特性稳定。

４　结　论

本文针对以机匣、盘鼓组合结构为代表的复

杂边界条件下黏弹性约束层阻尼航空薄壁壳体

部件动力学分析的需求，通过将上述结构简化为

薄壁圆柱壳体，提出了适用于黏弹性阻尼薄壁圆

１２４１
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柱壳弹性边界模拟方法，发展了黏弹性约束层阻

尼薄壁圆柱壳动力学分析方法，系统研究了黏弹

性阻尼圆柱壳动力学特性、阻尼特性随连续线性

的弹性边界刚度变化规律。

通过模态试验与数值算例表明本文所提出的

通过人工弹簧模拟弹性支撑下黏弹性阻尼薄壁

圆柱壳的方法，在满足典型边界与任意弹性边界

支撑的黏弹性阻尼薄壁圆柱壳固有特性与模态

损耗因子分析的基础上，同时具有较高的计算精

度。对于高阶振动模态，固有频率和模态损耗因

子的收敛，即在较高的环向波数时，黏弹性约束层

阻尼薄壁圆柱壳固有特性和模态损耗因子对支

撑边界敏感性降低。在黏弹性阻尼圆柱壳支撑边

界线性改变的情况下，环向刚度犽狏 对固有特性的

影响最为敏感，其次是轴向刚度和法向刚度，值得

注意的是扭转刚度对固有特性影响最小。因此在

薄壁壳体类部件工程设计过程中，可以通过加强

支撑结构的环向和法向刚度，获得满意的结构动

力学特性。

此外，通过修改黏弹性阻尼材料的积分区域，

可以将本文提出的计算方法拓展应用于局部贴附

约束层阻尼的薄壁圆柱壳动力学分析。

参考文献：

［１］　ＫＥＲＷＩＮＪ，ＥＤＷＡＲＤＭ．Ｄａｍｐｉｎｇｏｆｆｌｅｘｕｒａｌｗａｖｅｓｂｙａ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｌａｙｅｒ［Ｊ］．ＴｈｅＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＡ

ｃｏｕｓｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆＡｍｅｒｉｃａ，１９５９，３１（７）：９５２９６２．

［２］　ＲＯＳＳＤ，ＵＮＧＡＲＥ，ＫＥＲＷＩＮ Ｅ Ｍ．Ｄａｍｐｉｎｇｏｆｐｌａｔｅ

ｆｌｅｘｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｂｙ ｍｅａｎｓｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｌａｍｉｎａｔｅｉｎ

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄａｍｐｉｎｇ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＡＳＭＥ，１９５９．

［３］　ＭＥＡＤＤＪ，ＭＡＲＫＵＳＳ．Ｔｈｅｆｏｒｃｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆａｔｈｒｅｅ

ｌａｙｅｒ，ｄａｍｐｅｄｓａｎｄｗｉｃｈｂｅａｍ ｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，１９６９，

１０（２）：１６３１７５．

［４］　ＲＡＯＶＳ，ＳＡＮＫＡＲＢＶ，ＳＵＮＣＴ．Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒ

ｄａｍｐｉｎｇｏｆｉｎｉｔｉａｌｌｙｓｔｒｅｓｓｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓｕｓｉｎｇｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ，１９９２，

２６（１２）：１７５２１７６６．

［５］　ＲＡＶＩＳＳ，ＫＵＮＤＲＡＴＫ，ＮＡＫＲＡＢＣ．Ａｒｅｓｐｏｎｓｅｒｅａ

ｎａｌｙｓｉｓｏｆｄａｍｐｅｄｂｅａｍｓｕｓｉｎｇｅｉｇｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒｐｅｒｔｕｒｂａ

ｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９５，１７９（３）：

３９９４１２．

［６］　ＺＨＡＮＧＳｈａｏｈｕｉ，ＣＨＥＮＨｕａｌｉｎｇ．Ａｓｔｕｄｙｏｎｔｈｅｄａｍｐ

ｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｌａｍｉｎａｔｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｗｉｔｈｉｎｔｅｇｒａｌ

ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｌａｙｅｒｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００６，７４（１）：

６３６９．

［７］　ＰＡＮＨ．Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆａｃｉｒｃｕｌａｒｓａｎｄｗｉｃｈ

ｓｈｅｌｌｗｉｔｈａｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｒｅｌａｙｅｒ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄ

ａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９６９，９（２）：３３８３４８．

［８］　ＡＬＡＭＮ，ＡＳＮＡＮＩＮ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｄａｍｐｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ａｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ：ＰａｒｔⅠｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ

［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９８４，２２（６）：８０３８１０．

［９］　ＡＬＡＭＮ，ＡＳＮＡＮＩＮ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｄａｍｐｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ａｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌ：ＰａｒｔⅡ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ

［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９８４，２２（７）：９７５９８１．

［１０］　李恩奇，李道奎，唐国金，等．基于传递函数方法的局部覆

盖环状ＣＬＤ 圆柱壳动力学分析［Ｊ］．航空学报，２００７，

２８（６）：１４８７１４９３．

ＬＩＥｎｑｉ，ＬＩＤａｏｋｕｉ，ＴＡＮＧＧｕｏｊｉｎ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏｖｅｒｅｄｒｉｎｇｓｈａｐｅｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇｂｙｔｈｅｔｒａｎｓｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

［Ｊ］．ＡｃｔａＡｅｒｏｎａｕｔｉｃａｅｔＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００７，２８（６）：

１４８７１４９３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］　ＸＩＡＮＧＹｕ，ＨＡＮＧＹｕｙｉｎｇ，ＬＵＪｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｎｅｗ ｍａｔｒｉｘ

ｍｅｔｈｏｄｆｏｒａｎａｌｙｚｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｄａｍｐｉｎｇｅｆｆｅｃｔｏｆｓａｎｄ

ｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｒｅ［Ｊ］．

ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００８，２９（１２）：１５８７

１６００．

［１２］　ＺＨＥＮＧＬｉｎｇ，ＱＩＵＱｕａｎ，ＷＡＮＨａｏｃｈｕａｎ，ｅｔａｌ．Ｄａｍｐｉｎｇ

ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｐａｓｓｉｖｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇｏｎｃｙ

ｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｕｓｉｎｇｔｒａｎｓｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉ

ｂｒａｔｉｏｎａｎｄＡｃｏｕｓｔｉｃｓ，２０１４，１３６（３）：０３１００１．１０３１００１．９．

［１３］　ＲＡＭＥＳＨ Ｔ Ｃ，ＧＡＮＳＥＡＮ Ｎ．Ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｓｈｅｌｌｓｗｉｔｈａｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｒｅ：ａｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｄａｍｐｉｎｇａ

ｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９４，１７５（４）：

５３５５５５．

［１４］　ＲＡＭＥＳＨＴＣ，ＧＡＮＳＥＡＮＮ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓｗｉｔｈａｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｌａｙｅｒ［Ｊ］．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９４，１７２（３）：３５９３７０．

［１５］　ＲＡＭＥＳＨ ＴＣ，ＧＡＮＳＥＡＮ Ｎ．Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ

ｄａｍｐｉｎｇｌａｙｅｒｏｎｔｈｅｒｅｓｏｎａｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｃｙ

ｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，１９９５，

１８５（３）：４８３５００．

［１６］　ＣＨＥＮＬ，ＨＵＡＮＧＳ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆａｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｗｉｔｈ

ｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇ（ＣＬＤ）ｔｒｅａｔｍｅｎｔ［Ｊ］．

Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，１９９９，

４１（１２）：１４８５１４９８．

［１７］　ＷＡＮＧＨ，ＣＨＥＮＬ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｄｙｎａｍｉｃａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓｗｉｔｈａｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｄａｍｐｉｎｇ

ｌａｙｅｒ［Ｊ］．ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔｓｉｎＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＤｅｓｉｇｎ，２００４，

４０（７）：７３７７５５．

［１８］　ＨＵＹＣ，ＨＵＡＮＧＳＣ．Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅａｎｄｄａｍｐ

ｉｎｇｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｒｅｅｌａｙｅｒｔｈｉｎｓｈｅｌｌｗｉｔｈｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｒｅ

［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０００，７６（５）：５７７５９１．

［１９］　ＤＯＵＧＬＡＳＢＥ，ＹＡＮＧＪＣ．Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎａｌ

ｄａｍｐｉｎｇｉｎｔｈｅｖｉｂｒａｔｏｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｅｌａｓｔｉｃｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｅ

ｌａｓｔｉｃｂｅａｍｓ［Ｊ］．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９７８，１６（９）：９２５９３０．

［２０］　ＺＨＥＮＧＨ，ＣＡＩＣ，ＰＡＵＧ，ｅｔａｌ．Ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｒｅ

ｓｐｏｎｓｅｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓｔｈｒｏｕｇｈｌａｙｏｕｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆ

ｐａｓｓｉｖｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇｔｒｅａｔｍｅｎｔｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２００５，２７９（３）：７３９７５６．

［２１］　ＳＯＮＧＸｕｙｕａｎ，ＺＨＡＩＪｉｎｇｙｕ，ＣＨＥＮＹｕｇａｎｇ，ｅｔａｌ．Ｔｒａｖ

２２４１



　第７期 吴宏春等：弹性支承黏弹性阻尼航空发动机薄壁机匣动力学特性分析

ｅｌｉｎｇｗａｖｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｃｒｏｓｓｐｌｙｌａｍｉｎａｔｅｄｃｙｌｉｎ

ｄｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｓｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｂｏｕｎｄａｒｉｅｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｖｉａＲａｙ

ｌｅｉｇｈＲｉｔｚｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１５，１３３：

１１０１１１１５．

［２２］　ＳＯＮＧ Ｘｕｙｕａｎ，ＨＡＮ Ｑｉｎｇｋａｉ，ＺＨＡＩＪｉｎｇｙｕ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｎａｌｙｓｅｓｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｌａｍｉｎａｔｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

ｓｈｅｌｌｓｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｂｏｕｎｄａｒｉｅｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｖｉａＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１５，１３４：８２０８３０．

附　录

式（１３）中刚度矩阵及弹簧刚度矩阵具体的表达式如下：

犓犪犪犻犼 ＝∫
１

０

犚２ｓ
犔２φ

狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ）＋

狀２ １－μ（ ）ｓ

２
φ
狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犓犪犫犻犼 ＝∫
１

０

２狀μｓ犚ｓ

犔
φ
狌′犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ）－

１－μｓ

２
·２狀犚ｓ
犔 φ

狏
犻犼′（ξ）φ

狏
犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犓犪犮犻犼 ＝∫
１

０

２狀μｓ犚ｓ

犔
φ
狌′犻犼（ξ）φ

狑
犻犼（ξ［ ］）ｄξ，

犓犫犫犻犼 ＝∫
１

０
狀２

犎２ｓ
１２犚２ｓ

＋（ ）１φ狏犻犼（ξ）φ狏犻犼（ξ）＋ １－μ（ ）ｓ

２

犚２ｓ
犔２
＋
犎２ｓ
１２犔（ ）２ φ狏犻犼′（ξ）φ狏犻犼′（ξ［ ］）ｄξ

犓犫犮犻犼 ＝∫
１

０

犎２ｓ狀
３

６犚２ｓ
＋２（ ）狀φ狏犻犼φ狑犻犼－μｓ狀犎

２
ｓ

６犔２
φ
狏
犻犼φ

狑
犻犼″＋

１－μ（ ）ｓ

２
·狀犎

２
ｓ

３犔２φ
狏
犻犼′φ

狑
犻犼［ ］′ｄξ

犓犮犮犻犼 ＝∫
１

０

犎２ｓ狀
４

１２犚２ｓ
＋（ ）１φ狑犻犼φ狑犻犼犠２

＋
犎２ｓ犚

２
ｓ

１２犔２φ
狑
犻犼″φ

狑
犻犼［ ″＋

１－μ（ ）ｓ

２
·狀

２犎２ｓ
３犔２φ

狑
犻犼′φ

狑
犻犼′＋

犎２ｃ狀
４

１２犚２ｃ
＋（ ）１φ狑犻犼φ狑犻犼犠２

＋

犎２ｃ犚
２
ｃ

１２犔２φ
狑
犻犼″φ

狑
犻犼″＋

１－μ（ ）犮

２
·狀

２犎２ｃ
３犔２φ

狑
犻犼′φ

狑
犻犼 ］′ｄξ

犓犮犱犻犼 ＝∫
１

０

２狀μ犮犚犮

犔
φ
狑
犻犼（ξ）φ

狌′犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犓犮犱犻犼 ＝∫
１

０

犎２ｃ狀
３

６犚２ｃ
＋２（ ）狀φ狑犻犼φ狏犻犼－μ犮狀犎

２
ｃ

６犔２
φ
狑
犻犼″φ

狏
犻犼＋

１－μ（ ）犮

２
·狀犎

２
ｃ

３犔２φ
狑
犻犼′φ

狏
犻犼［ ］′ｄξ

犓犱犱犻犼 ＝∫
１

０

犚２ｃ
犔２φ

狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ）＋

狀２ １－μ（ ）ｃ

２
φ
狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犓犱犲犻犼 ＝∫
１

０

２狀μ犮犚犮

犔
φ
狌′犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ）－

１－μ犮

２
·２狀犚犮
犔 φ

狏
犻犼′（ξ）φ

狏
犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犓犲犲犻犼 ＝∫
１

０
狀２

犎２ｃ
１２犚２ｃ

＋（ ）１φ狏犻犼（ξ）φ狏犻犼（ξ）＋ １－μ（ ）犮

２

犚２ｃ
犔２
＋
犎２ｃ
１２犔（ ）２ φ狏犻犼′（ξ）φ狏犻犼′（ξ［ ］）ｄξ

犓犪犪犻犼 ＝
１

犎２ｆ∫
１

０
φ
狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ）ｄξ

犓犪犮犻犼 ＝
２犃１
犔犎ｆ∫

１

０
φ
狌
犻犼（ξ）φ

狑
犻犼′（ξ）ｄξ

犓犪犱犻犼 ＝－
２

犎ｆ∫
１

０
φ
狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ）ｄξ

犓犫犫犻犼 ＝犃３∫
１

０
φ
狏
犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ）ｄξ

犓犫犮犻犼 ＝２狀犃３犃４∫
１

０
φ
狏
犻犼（ξ）φ

狑
犻犼（ξ）ｄξ

犓犫犲犻犼 ＝－２犃２犃３∫
１

０
φ
狏
犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ）ｄξ

犓犮犮犻犼 ＝狀
２犃４∫

１

０
φ
狑
犻犼（ξ）φ

狑
犻犼（ξ）ｄξ＋

犃１
２

犔２∫
１

０
φ
狑
犻犼′（ξ）φ

狑
犻犼′（ξ）ｄξ

犓犮犲犻犼 ＝－２狀犃２犃４∫
１

０
φ
狑
犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ）ｄξ
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犓犱犱犻犼 ＝
１

犎ｆ∫
１

０
φ
狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ）ｄξ

犓犲犲犻犼 ＝犃２∫
１

０
φ
狏
犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ）ｄξ

犽狊犪犪犻犼 ＝珘犽
狌
０φ
狌
犻（）０φ

狌
犼（）０ ＋珘犽

狌
１φ
狌
犻（）１φ

狌
犼（）１

犽狊犫犫犻犼 ＝珘犽
狏
０φ
狏
犻（）０φ

狏
犼（）０ ＋珘犽

狏
１φ
狏
犻（）１φ

狏
犼（）１

犽狊犮犮犻犼 ＝珘犽
狑
０φ

狑
犻 （）０φ

狑
犼（）０ ＋珘犽

狑
１φ

狑
犻 （）１φ

狑
犼（）１ ＋珘犽

θ
０ φ

狑
犻 （）［ ］０ ′φ

狑
犼（）［ ］０ ′＋珘犽

θ
１ φ

狑
１（）［ ］１ ′φ

狑
１（）［ ］１ ′

　　式（１４）中质量矩阵具体的表达式如下

犕犪犪犻犼 ＝∫
１

０
ρｓ犎ｓ犚ｓ φ

狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ（ ））＋ρｆ犎ｆ犚ｆφ

狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ（ ）［ ］） ｄξ

犕犪犱犻犼 ＝∫
１

０
ρｆ犎ｆ犚ｆφ

狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犕犫犫犻犼 ＝∫
１

０
ρｓ犎ｓ犚ｓ φ

狏
犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ（ ））＋ρｆ犎ｆ犚ｆ

１

２
＋
犎ｓ
４犚（ ）

ｓ

２

φ
狌
犻犼（ξ）φ

狌
犻犼（ξ（ ）［ ］） ｄξ

犕犫犲犻犼 ＝
ρｆ犎ｆ犚ｆ

２∫
１

０
φ
狏
犻犼（ξ）φ

狏
犻犼（ξ［ ］）ｄξ

犕犮犮犻犼 ＝∫
１

０
ρｓ犎ｓ犚ｓφ

狑
犻犼φ

狑
犻犼］＋ρｆ犎ｆ犚ｆφ

狑
犻犼φ

狑
犻犼＋ρｆ犎ｆ犚ｆφ

狑
犻犼φ

狑
犻［ ］犼 ｄξ

犕犲犲犻犼 ＝∫
１

０
ρｆ犎ｆ犚ｆ

１

４
＋
犎２ｃ
１６犚２ｃ

－
犎ｃ
４犚（ ）

ｃ
φ
狏
犻犼φ

狏
犻犼＋ρｆ犎ｆ犚ｆφ

狏
犻犼φ

狏
犻［ ］犼 ｄξ

（编辑：张　雪）
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