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摘　　　要：为了研究压气机旋转盘腔换热特性，实现准确求解转盘表面传热系数，引入二维贝叶斯方法，此

方法采用先验分布优化测温误差，并且更加符合转盘的二维特性。通过加入噪声的模拟数据验证方法的可行

性，结果表明无测温误差时方法的平均误差是３．２％，有测温误差时方法的平均误差是１０．６％，并分析了误差

来源。通过与已有实验结果对比，发现方法更适用于计算转盘迎风面与背风面传热差异较大时的表面传热系

数，平均相对误差为９．６％，满足实际工程精度的要求。通过改变盘面温度测点数量，发现测点增加会提升计

算精度，并采用统计抽样理论分析原因，发现在可接受误差为１０％时，所需要的测点数量比较合理。
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　　在航空发动机的二次空气系统中，冷却气体

通常从前级压气机适当的位置引出并对涡轮盘与

叶片等热端部件进行冷却以及封严。在流动过程

中会经过高压压气机各级旋转腔，部分气体会流

入腔中并与转盘与盘罩发生换热，因此压气机旋

转腔内换热会直接影响整个空气系统的冷却效

果。为了更准确地得到转盘及腔内（简称盘腔）的

温度和热应力等物理量的分布以及对盘腔以及发

动机进行更合理的冷却设计，对压气机旋转盘腔

的换热特性的研究逐渐受到重视，其中盘面的努

塞尔数（表面传热系数）是换热特性中最重要的研

究参数之一［１５］。

关于通过测量盘面温度从而获得盘面表面传

热系数的研究开始于２０世纪６０年代，目前主要

采用的测量与计算方法主要包括以下两类：第一

类方法是直接求解导热微分方程。Ｏｗｅｎ、Ｆａｒ

ｔｈｉｎｇ、蔡旭等
［６８］对湍流状态下的下游加热盘进

行了换热特性的实验研究。在实验中，使用加热

丝对转盘进行加热并使用热电偶测量转盘面温

度，通过直接求解导热微分方程计算热流从而得

到表面传热系数，该方法使用简便，同时最符合物

理意义，但是它忽视了不适定性的影响，因为热流

是温度的一阶导数，温度测量误差在反问题计算

过程中会被放大［９］。此外，Ｏｗｅｎ等
［１０１１］通过推

导二维形式导热微分方程，得出理论形式上的直

接求解算法，不过这个算法局限于转盘温度关于

中心对称，也就是说迎风面和背风面温度相同。

第二类方法是迭代求解法，其主要思路是将

被测温度作为目标函数，迭代计算表面传热系数

使相应的温度场最接近被测温度，研究方向集中

在迭代计算的算法改进上。端维伟、Ｃｕ等
［１２１３］对

ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄ算法（ＬＭ 方法）进行了一

定的改进，采用复变量矩阵作为灵敏度矩阵，但是

以被测温度作为目标函数就难以避免测温误差，

实际工程中转盘高速旋转，测温误差较大。Ｔａｎｇ

等［１４］提出运用贝叶斯统计对反问题求解，贝叶斯

统计与经典热传导反问题方法（ＬＭ 方法）相比，

在迭代中增加了先验分布项，有助于平滑测温误

差，较好地解决了不适定性的影响［１５］。

但是Ｔａｎｇ等
［１４］将盘腔模型简化为一维模

型，此时转盘被视作一个环形肋片，只考虑径向温

度分布。在真实情况中，虽然转盘由于其厚度较

薄，迎风面和背风面的温度差异较小，但是转盘两

侧流场结构一定有极大的区别。根据以往的研究

表明迎风面受冷气冲击影响比较强烈，而背风面

是由已经冷却过迎风面的冷气来冷却，热流大小以

及表面传热系数必然不一样［４，６］。因此将转盘简化

为一维模型存在一定的缺陷，无法准确地研究转盘

的换热特性。针对上述研究的缺陷，本文在一维贝

叶斯方法的基础上，将原一维环形肋片问题拓展为

二维圆盘问题，增加了轴向上的温度差异，探究二

维贝叶斯方法计算表面传热系数的可行性。

１　物理模型与算法介绍

图１　高压压气机盘腔模型示意图
［１４］

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｈｉｇｈｐｒｅｓｓｕｒｅ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｏｒｄｉｓｃｃａｖｉｔｙｍｏｄｅｌ
［１４］

１１　物理模型与正问题求解

典型的航空发动机高压压气机盘腔模型的径

向轴向二维截面如图１所示。实际中转盘的壁厚

３６５２
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很薄，同时转速极高，所以可简化为周向温度分布

均匀，因此只需要研究柱坐标系下径向轴向（狉狕）

二维截面的传热规律即可［１６１７］。本文取图１中转

盘（ｄｉｓｃ）部分为研究对象，为了便于研究，将转盘

简化为等厚度的模型，即忽略下方榫头（ｃｏｂ）结构。

简化后模型如图 ２ 所示，对于圆盘区域

（０．１ｍ≤狉≤０．３５ｍ，０ｍ≤狕≤０．０５ｍ）内的柱坐标

系下的无源项、稳态导热问题，其控制方程为

１

狉
·
狉
狉κ
犜

（ ）狉 ＋


狕
κ
犜

（ ）狕 ＝０ （１）

　　选用边界条件为

Ｂ１：　－κ
犜

狕
＝犺ｌ（犜－犜ｆｌｕｉｄ），狕＝０ｍ （２）

Ｂ２：　－κ
犜

狕
＝犺ｒ（犜－犜ｆｌｕｉｄ），狕＝０．０５ｍ

（３）

Ｂ３：　犜＝犳（狕），狉＝０．１ｍ （４）

Ｂ４：　犜＝犳（狕），狉＝０．３５ｍ （５）

式中κ为导热系数；犜为转盘表面温度；犜ｆｌｕｉｄ为环

境温度；犺ｌ、犺ｒ分别为迎风面Ｂ１、背风面Ｂ２（下文

简称左侧、右侧）上的表面传热系数；犳（狕）为边界

Ｂ３、Ｂ４上的温度分布。

图２　简化后模型（单位：ｍ）

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌ（ｕｎｉｔ：ｍ）

利用有限差分法将圆盘区域离散为 犕×犖

个网格，离散后式（１）变为

犜犿＋１，狀－２犜犿，狀＋犜犿－１，狀

Δ狉
２ ＋

１

狉
·

犜犿＋１，狀－犜犿－１，狀
２Δ狉

＋
犜犿，狀＋１－２犜犿，狀＋犜犿，狀－１

Δ狕
２ ＝０

（６）

　　在定解条件也就是边界条件确定情况下求解

式（６），可以得到各节点处的温度犜犿，狀（犿＝１，

２，…，犕；狀＝１，２，…，犖），这个过程即是正问题

求解。

１２　反问题求解与贝叶斯方法

热传导反问题（ｉｎｖｅｒｓｅｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎｐｒｏｂ

ｌｅｍｓ）
［１８］是指根据测量数据反推边界条件或物理参

数，本文中的反问题指已知左右盘面的温度分布和

上下盘面的边界条件，反推左右盘面的表面传热系

数。前人所研究的传统热传导反问题（ＬＭ 方

法）［１２１３］步骤如图３所示，其中残差犛（犺１，犺２，…，

犺犖）＝
１

犕∑
犕

１

［犜ｍｅａｓｕｒｅ犿 －犜犿（犺１，犺２，…，犺犖）］槡
２，收

敛条件为犛≤１０
－４。

图３　采用ＬＭ方法的反问题流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ

ＬＭｍｅｔｈｏｄ

实际情况中盘面导热、盘面向冷却气体传热

以及气体对流换热同时发生且相互影响，构成一

个不适定的强共轭问题［１７］，并且热流是温度的导

数，导致所测温度误差会极大地影响所推导表面

传热系数的准确性。而ＬＭ 方法并未对测温误

差作处理，会导致较大的计算误差［１９］。

为了解决此问题和减小测温误差影响，本文

采用贝叶斯方法解决此问题，它的基本原理是将

未知参数（表面传热系数犺）的先验信息和由样本

信息（通过热电偶所测的温度值）所导出的似然函

数相结合，从而得出后验分布函数，然后根据后验

概率去推断未知参数。因为采用先验分布辅助方

法计算而不是只对所测实验温度进行迭代逼近，

贝叶斯统计可以平滑所测温度误差的影响，较好

解决不适定性［２０２１］。由图４可知，其相比于ＬＭ

方法的主要改变就是加入了先验分布。其中残差

４６５２
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犛１ 与图３中犛属于同一类型，对应式（１０）中的

ｅｘｐ －
∑
犕

狀＝２

［Θ狀－θ（犺）狀］
Ｔ［Θ犿 －θ（犺）犿］

２ε
烅
烄

烆
烍
烌

烎２

，式中Θ

为温度测量值，θ为过余温度，ε为温度误差；犛２对

应式（１０）中的ｅｘｐ －
１

２
犺Ｔ犆－１（ ）犺 。

图４　采用贝叶斯方法的反问题流程图

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇ

Ｂａｙｅｓｉａｎｍｅｔｈｏｄ

　　下面简单介绍贝叶斯方法有关公式的推导，

其中加粗黑体代表具有方向性的矢量（二维性），

采用过余温度θ代替犜，根据条件概率公式（式

（７））可以根据先验分布犘（犺）和似然函数犘（θ｜犺）

求解后验分布犘（犺｜θ）。

先验分布犘（犺）相当于对犺的猜测，根据已有

理论基础采用 Ｍａｔｅｒｎ类协方差多维正态分

布［２２２３］，其广泛用于空间统计，可以确定协方差

矩阵犆中的参数狇＝２，犚为转盘外径，表达式如

式（８）、式（９）：似然函数犘（θ｜犺）如式（１０）所示是

指在给定犺条件下温度θ的概率密度分布
［２４］，理

想情况下已知犺，通过导热微分方程求解可以得

到相应的真实值θ，但是因为存在测温误差，测量

值Θ很可能不等于真实值，而是围绕真实值上下

波动，但反问题还是以测量值Θ为基准进行计算

的。其中θ（犺）表示以表面传热系数为自变量，通

过微分方程求出来的温度场。

经过上面的分析，已经得到了 犘（犺）和

犘θ（ ）犺 ，根据式（７）～式（１０），可以得到式（１１）

犘 犺（ ）θ ，式中σ
２ 为方差，Ｋ为第二类修正贝塞尔

函数，Γ（狇）为ｇａｍｍａ函数。当后验分布犘（犺｜θ）

取最大值（最大后验概率分布）时，对应的犺就是

贝叶斯方法所求解出来的犺。

犘（犺θ）∝犘（犺）·犘（θ犺） （７）

犘（犺）＝
１

（２π）
（犖＋１）
２ 犆

１
２

ｅｘｐ －
１

２
犺Ｔ犆－１（ ）犺 （８）

犆（狓犿，狓狀）＝
σ
２

２狇－１Γ（狇）
狓犿－狓狀（ ）犔

狇

Ｋ
狓狀－狓犿（ ）犔

（９）

犘（θ犺）＝
１

（２πε
２）犕／２

ｅｘｐ －

犕

狀＝２

［Θ狀－θ（犺）狀］
Ｔ［Θ狀－θ（犺）狀］

２ε
烅
烄

烆
烍
烌

烎２

（１０）

犘（犺θ）＝
１

（２π）
（犖＋１）
２ 犆

１
２

ｅｘｐ －
１

２
犺Ｔ犆－１（ ）犺· １

（２πε
２）犕／２

ｅｘｐ －
∑
犕

狀＝２

［Θ狀－θ（犺）狀］
Ｔ［Θ狀－θ（犺）狀］

２ε
烅
烄

烆
烍
烌

烎２

（１１）

２　结果及分析

２１　计算工况简介

本文设置了两组计算工况，第一组工况采用

人为设定的模拟数据进行计算和验证，同时与

ＬＭ方法计算结果对比，计算模型如图２所示，狕

方向节点数为５，狉方向节点数为３５，流体温度为

２８８Ｋ，边界条件分别为

Ｂ１：　－κ
犜

狕
＝犺ｌ（犜－犜ｆｌｕｉｄ）

犺ｌ＝２００（狉／犚）
３ （１２）

Ｂ２：　－κ
犜

狕
＝犺ｒ（犜－犜ｆｌｕｉｄ）

犺ｒ＝３００（狉／犚）
２ （１３）

Ｂ３：　犜＝３００Ｋ （１４）

Ｂ４：　犜＝４００犓 （１５）

　　通过正问题有限差分法计算的左右侧（Ｂ１，

Ｂ２）温度曲线和温度云图（图５、图６），将计算出

５６５２
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的左右侧温度和作为边界条件的上下侧温度代入

反问题中计算，图中狉／犚为无量纲径向距离。

因为实际工程中热电偶测量温度会有一定误

差，给Ｂ１和Ｂ２的温度加上误差ε，视其为模拟的

实验温度。此处温度误差ε为均值为０，标准差

图５　正问题计算出的Ｂ１、Ｂ２温度

Ｆｉｇ．５　Ｂ１ａｎｄＢ２ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙ

ｐｏｓｉｔｉｖｅｐｒｏｂｌｅｍ

图６　正问题计算出的温度云图

Ｆｉｇ．６　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｃｌｏｕｄｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙ

ｐｏｓｉｔｉｖｅｐｒｏｂｌｅｍ

为０．３的正态分布随机数，因为大部分实验研究

中的测温误差大约是０．３Ｋ，也就是标准差为

０．３
［９］，那么加上误差后的左右侧温度为犜＋ε。

第二组工况采用 Ａｔｋｉｎｓ
［２５］的实验数据第

３ａ、３ｂ组，因为能与一维贝叶斯方法的结果进行

对比［１４］，实验装置见图７，ｍｅｔａｌｔｈｅｒｍｏｃｏｕｐｌｅ就

是温度测点。本文忽略下方榫头和上方盘罩的温

度测点，只研究迎风面和背风面的温度测点，实验

数据如图８所示。

２２　数值模拟数据计算结果及分析

图９、图１０为采用文中第２．１节数值计算工

况的计算结果。图中“Ｂａｙｅｓｉａｎ”指不加入测温误

差时二维贝叶斯方法的计算结果，“Ｔｒｕｅ”指初始

设定的表面传热系数，视作真实值。可以看出计

算结果与真实值非常接近，因为低半径处表面传

热系数接近于零，采用平均绝对误差除以表面传

热系数平均值作为相对误差，Ｂ１和Ｂ２的平均相

对误差为３．２％。

图９、图１０中的“ＬＭ”为ＬＭ 方法的计算结

果，其平均误差为２７．８％。ＬＭ 方法计算步骤如

图３所示，第狆＋１次犽位置处的迭代计算犺狆
＋１
犽 ＝

犺狆犽＋δ
狆，δ狆 是迭代步长，公式如下，其中犑表示雅

可比矩阵，μ是阻尼因子，ｄｉａｇ表示矩阵对角线元

素，犜表示测量温度：

δ狆 ＝
犑Ｔ 犜

犻 －犜犻（狆［ ］）

犑Ｔ犑＋μｄｉａｇ（犑
Ｔ犑［ ］）

（１６）

　　图９、图１０中“Ｂａｙｅｓｉａｎｗｉｔｈｄｅｖｉａｔｉｏｎ”指在

加入测温误差时二维贝叶斯方法的计算结果，此

时Ｂ１和Ｂ２的平均相对误差为１０．６％。计算结

果在低半径处较好地符合真实值，在高半径处偏

差较大，这是因为真实犺值在高半径处上升较快，

相应的温度测量误差导致犺值误差也会较大。

此外，加入误差后ＬＭ 方法结果在高半径和

低半径处与真实的表面传热系数相差很大，这是

热传导反问题的不适定性造成的。热流是温度的

导数，微小的测温误差会极大影响求导结果，导致

计算结果误差很大。对比说明贝叶斯方法可以较

好解决热传导反问题中的不适定性问题。

为了定量分析传热误差ξ＝犺ｔｒｕｅ－犺ｃｏｍｐｕｔｅ，对

式（１１）求对数，此处采用犜代替过余温度θ，并且

忽略与犺无关的项，可以得到

犉（犺Τ）＝－
１

２
犺Ｔ犆－１犺－

［Τ－犜（犺）］
Ｔ［Τ－犜（犺）］

２ε
２

（１７）

６６５２
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图７　实验装置示意图
［２５］（单位：ｍｍ）

Ｆｉｇ．７　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｐｐａｒａｔｕｓｓｃｈｅｍａｔｉｃ
［２５］（ｕｎｉｔ：ｍｍ）

图８　文献［２５］的实验数据

Ｆｉｇ．８　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａｏｆＲｅｆ．［２５］

图９　Ｂ１计算结果

Ｆｉｇ．９　ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆＢ１

图１０　Ｂ２计算结果

Ｆｉｇ．１０　ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆＢ２

　　对于－
１

２
犺Ｔ犆－１犺，它代表图４中残差项犛２，

其中犆是文中第１．２节中先验分布的协方差矩

阵，也就是式（９）中的犆。

对于
［Τ－犜（犺）］

Ｔ［Τ－犜（犺）］

２ε
２

，它代表图４中

残差项犛１，运用雅可比矩阵来分析它。雅可比矩

阵定义见式（１８）、式（１９），犐行犑 列的雅克比矩阵

犑犐，犑中，第犻行第犼列的元素代表犻处的温度变量

犜关于犼处的表面传热系数犺的一阶偏导数，采用

中心差分近似求导数。计算出来的雅克比矩阵的

大小是３５×３５，为了方便分析，只取６×６的矩阵。

如果只考虑误差影响，误差项ξ可认为是正

比于式（１７）的等号右边项，见式（２０）。对于

７６５２
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－
１

２
犺Ｔ犆－１犺忽略犺Ｔ 和犺，并且用雅可比矩阵犑

代替Τ－犜（犺），再将负数转化为倒数
［１４］，式（２０）

右端变为式（２１），此时 犆－１＋
犑Ｔ犑

ε（ ）２

－１

就代表贝叶

斯方法中的误差分布，见表１。

犑Ｔ（犺）＝

犜
Ｔ
１

犎１

犜
Ｔ
１

犎２
… 犜

Ｔ
１

犎犑

犜
Ｔ
２

犎１

犜
Ｔ
２

犎２
… 犜

Ｔ
２

犎犑

   

犜
Ｔ
犐

犎１

犜
Ｔ
犐

犎２
… 犜

Ｔ
犐

犎

熿

燀

燄

燅犑

（１８）

犑犻，犼 ＝
犜犻

犺犼
＝
犜（犺犻＋１）－犜（犺犻－１）

犺犼＋１－犺犼－１
（１９）

ξ∝－
１

２
犆－１－

犑Ｔ犑

２ε
２

（２０）

－
１

２
犆－１－

犑Ｔ犑

２ε
２ ∝ 犆－１＋

犑Ｔ犑

ε（ ）２

－１

（２１）

　　表１中犐行和犑列分布代表一维情况下的空

间坐标，第犻行第犼列的元素近似于代表犼处的

表面传热系数犺关于犻处的测温误差ε的导数。

从表１可以看到对角线上的元素最大，这因为在

某个位置的表面传热系数计算结果会最大程度地

受到同一位置的测温误差的影响，这是符合物理

原理的。然后在对角线上头尾（犻＝１，犼＝１以及

犻＝６，犼＝６）处值最大，表明低半径和高半径处表

面传热系数受到测温误差的影响最大，所以在同

样的测温误差情况下，低半径和高半径处的表面

传热系数计算结果更偏离真实值，这与图（９）、图

（１０）是对应的。

类比地分析ＬＭ 方法的误差，此方法中只包

含残差项犛１＝
［Τ－犜（犺）］

Ｔ［Τ－犜（犺）］

２ε
２

，相应的

ξ∝
犑Ｔ犑

ε（ ）２

－１

，计算结果见表２。可以看出ＬＭ 方

法的对角线上的误差量级明显比贝叶斯方法大，

这是因为贝叶斯方法引入了先验分布平滑了误差

项。同时ＬＭ方法的误差也是对角线上最大，然

后在对角线上头尾（犻＝１，犼＝１以及犻＝６，犼＝６）处

值最大，这也与图（９）、图（１０）是对应的。

表１　贝叶斯法误差分布矩阵

犜犪犫犾犲１　犈狉狉狅狉犪狀犪犾狔狊犻狊犿犪狋狉犻狓犫狔犅犪狔犲狊犻犪狀犿犲狋犺狅犱

犻 犼＝１ 犼＝２ 犼＝３ 犼＝４ 犼＝５ 犼＝６

１ １．６×１０－６ －２×１０－７ －３．６×１０－７ １．５×１０－７ －３．９×１０－８ －２．８×１０－９

２ －２×１０－７ ６．７×１０－７ －１．１×１０－７ －９．９×１０－９ ７．９×１０－９ ６．２×１０－１０

３ －３．６×１０－７ －１．１×１０－７ ３．５×１０－７ －８．６×１０－８ ７．２×１０－９ －９．１×１０－１１

４ １．５×１０－７ －９．９×１０－９ －８．６×１０－８ ２．３×１０－７ －６．８×１０－８ －２．５×１０－９

５ －３．９×１０－８ ７．９×１０－９ ７．２×１０－９ －６．８×１０－８ １．７×１０－６ １．３×１０－８

６ －２．８×１０－９ ６．２×１０－１０ －９．１×１０－１１ －２．５×１０－９ １．３×１０－８ ２．４×１０－５

表２　犔犕方法误差分布矩阵

犜犪犫犾犲２　犈狉狉狅狉犪狀犪犾狔狊犻狊犿犪狋狉犻狓犫狔犔犕犿犲狋犺狅犱

犻 犼＝１ 犼＝２ 犼＝３ 犼＝４ 犼＝５ 犼＝６

１ ０．００２ ４．５×１０－８ １．９×１０－９ ５．８×１０－１１ １．５×１０－１２ ４．２×１０－１４

２ ４．５×１０－８ ７．３×１０－５ ２．７×１０－８ １．２×１０－９ ３．５×１０－１１ ４．３×１０－１４

３ １．９×１０－９ ２．７×１０－８ ３．５×１０－５ １．５×１０－８ ６．４×１０－１０ ４．９×１０－１３

４ ５．８×１０－１１ １．２×１０－９ １．５×１０－８ １．３×１０－４ ８．６×１０－９ １．１×１０－１１

５ １．５×１０－１２ ３．５×１０－１１ ６．４×１０－１０ ８．６×１０－９ ２×１０－４ ２．３×１０－１０

６ ４．２×１０－１４ ４．３×１０－１４ ４．９×１０－１３ １．１×１０－１１ ２．３×１０－１０ ０．００４

２３　实验数据计算结果及分析

一维贝叶斯方法计算结果见图１１，它是将迎

风面和背风面的温度值进行算术平均处理，用平

均温度作为测点温度进行计算，从而简化为一维

温度场问题。其中犖狌是代表表面传热系数犺的

无量纲参数：

８６５２
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犖狌＝
犺狉

κ
（２２）

　　采用图１１中同样的数据和设定条件，用二维

贝叶斯方法计算，将结果中的迎风面与背风面的

努塞尔数进行算术平均，结果见图１２。与图１１

中文献［１４］中所用一维贝叶斯方法相对比，二维

贝叶斯方法的结果偏大，这可能是因为二维情况

误差更多，但总体比较符合，在左右侧盘面差距较

大的情况下，二维贝叶斯方法可以有效地分别测

量上游和下游的表面传热系数。

图１１　文献［１４］中采用一维贝叶斯方法的计算结果

Ｆｉｇ．１１　ＲｅｓｕｌｔｏｆｕｓｉｎｇｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｉｏｎａｌＢａｙｅｓｉａｎ

ｍｅｔｈｏｄｉｎＲｅｆ．［１４］

图１２　二维贝叶斯方法计算结果

Ｆｉｇ．１２　Ｒｅｓｕｌｔｏｆｕｓｉｎｇｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏａｎｌ

Ｂａｙｅｓｉａｎｍｅｔｈｏｄ

为了量化分析二维贝叶斯方法和一维贝叶斯

方法的区别，设计如式（２３）～式（２６）工况，其中左

侧Ｂ１是对流换热边界条件，右侧Ｂ２是绝热边界

条件，以便于分析两个侧面换热条件差别很大时

二维方法结果。

Ｂ１：　－κ
犜

狕
＝犺ｌ（犜－犜ｆｌｕｉｄ）

犺ｌ＝２００（狉／犚）
３ （２３）

Ｂ２：　κ
犜

狕
＝０ （２４）

Ｂ３：　犜＝３００Ｋ （２５）

Ｂ４：　犜＝４００Ｋ （２６）

　　二维贝叶斯方法计算结果见图１３，在计算

Ｂ１和Ｂ２都有计算结果偏大的现象，这是因为方

法无法精确计算热流为零的情况，必然会偏向于

有微小的热流，而壁面温度比流体温度高，表面传

热系数也肯定是正数，所以Ｂ２处表面传热系数结

果会是微小的正数而不是零，而另一侧的表面传热

系数也会受到相应的影响。但是总体来说计算结

果尚可，相比于一维贝叶斯方法，可见二维贝叶斯

方法更适合于计算两侧盘面热流差别较大的情况。

因为表面传热系数在低半径处极小，采用绝

对误差分析，见图１４，Δ犺为表面传热系数绝对误

差，其平均绝对误差为９．８Ｗ／（ｍ２·Ｋ），如果除

以Ｂ１处平均表面传热系数可得平均相对误差

９．８％，符合工程中对表面传热系数计算精度的

要求［９］。

图１３　二维贝叶斯法计算结果（采用模拟工况）

Ｆｉｇ．１３　ＲｅｓｕｌｔｏｆｕｓｉｎｇｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＢａｙｅｓｉａｎ

ｍｅｔｈｏｄ（ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ）

图１４　绝对误差

Ｆｉｇ．１４　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ

９６５２
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２４　温度测点数量的影响

不同于数值模拟，实验研究中温度测点数量

有限。为了分析温度测点数量（犖ｍ）的影响，采用

文中第２．１节中数值模拟的工况，将Ｂ１测点数

量设置成５、１５、２５、３５、４５，其他条件不变，进行

计算。

由图１５可知，随着测点数量增加，计算结果

逐渐趋向于真实值，２５个点已经足够接近真实

值，和３５个点的结果相差无几，再增加测点数量

对结果改善并不大。可以引入数值计算中网格无

关解进行分析，一般来说网格越密，结果越接近于

真实值，计算结果之间的差别也会越来越小。

为了符合实际工程中的测温误差，加入误差

后再分析测点数量的影响，由图１６可以看出加入

图１５　无测温误差时采用不同测点数量反求Ｂ１

表面传热系数

Ｆｉｇ．１５　ＲｅｖｅｒｓｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆＢ１ｓｕｒｆａｃｅｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆｍｅａｓｕｒｉｎｇ

ｐｏｉｎｔｓｗｉｔｈｏｕｔｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒ

图１６　有测温误差时采用不同测点数量反求Ｂ１

表面传热系数

Ｆｉｇ．１６　ＲｅｖｅｒｓｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆＢ１ｓｕｒｆａｃｅｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆｍｅａｓｕｒｉｎｇ

ｐｏｉｎｔｓｗｉｔｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒ

误差后，测点数量偏少时（５和１５的情况）与真实

值偏差很大，而测点数量增加后（２５、３５和４５的

情况），虽然还是有相对于真实值的上下波动，但

总体来说可以近似于真实值。这说明随着测点数

量的增加，测温误差对计算结果的影响减小，计算

精度增加。

为了分析加入误差后测点数量的影响，因为

贝叶斯方法属于统计学，引入统计学中关于统计

抽样的知识。统计抽样是指同时具备下列特征的

抽样方法［２６］：①随机选取样本；②运用概率论评

价样本结果。本文中测温热电偶不可避免地存在

误差，可以近似为均值为真实值的正态分布，所以

每次测量温度可近似为一次抽样得到的温度，因

此满足特征一；之后采用贝叶斯方法进行处理，满

足特征二。对于统计抽样存在样本容量［２７］，公式

如下：

狀＝
犣２σ

２

犈２
（２７）

其中犣２ 为误差的置信水平，根据标准正态分布

表［２８］可以得到不同置信度的犣；σ
２ 为方差，也就

是样本间的离散程度，本文中所加入的误差的标

准差为０．３，方差为０．０９；犈 为可接受的抽样误

差，犈越小，需要的样本容量越大，此处犈分别取

５％、１０％、１５％，计算结果见表３，此时样本容量

就是满足置信度并且在可接受的抽样误差之内的

所需要的测点数量。犈＝１０％时，测点数量既符

合工程中对表面传热系数计算精度的要求［９］，也

不会数量太多，导致在实验中无法做到［９］。

表３　样本容量计算结果

犜犪犫犾犲３　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狅犳狊犪犿狆犾犲狊犻狕犲

置信度 犣

样本容量

犈＝５％ 犈＝１０％ 犈＝１５％

０．８０ １．２８ ５９ １５ ７

０．８５ １．４４ ７５ １７ ８

０．９０ １．６５ ９８ ２５ １１

０．９５ １．９６ １３８ ３５ １５

３　结　论

本文通过二维贝叶斯方法研究柱坐标系下的

二维稳态导热反问题，以求解盘面表面传热系数，

首先采用模拟数据验证此方法的可行性。没有测

温误差时，计算结果与真实值非常接近，平均相对

误差是３．２％；有测温误差时，计算结果与真实值

０７５２
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比较接近，平均相对误差是１０．６％。与ＬＭ 方法

对比证明了此方法可以较好地消除反问题的不适

定性，并且分析了误差的来源和在空间位置的

分布。

之后采用实际实验数据进行验证，二维贝叶

斯方法的平均结果与论文中一维贝叶斯方法基本

一致，而且相比于一维贝叶斯计算方法，它可以分

别算出左右侧盘面表面传热系数，并且采用侧面

换热边界条件差别很大的模拟工况进行测试。最

后讨论了温度测点数量对计算结果的影响，发现

随着测点数量增加，测温误差对计算结果的影响

减小，通过样本容量来解释这个问题，发现在犈＝

１０％时，测点数量符合实际要求。

本文的计算方法是由贝叶斯一维方法所推广

而来，它的优势在于左右两侧盘面温差较大或者

换热差异较大时，可以计算得到更加准确的两侧

表面传热系数，所以更加适用于实际的压气机和

涡轮盘腔情况。
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