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基于径轴向犜犮犺犲犫犻犮犺犲犳矩函数三维曲面

非对称结构的模型修正
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（南京航空航天大学 能源与动力学院，南京２１００１６）

摘　　　要：采用积分的思想，将曲面机匣看作由若干圆柱机匣积累而成，将曲面机匣振型数据插值到一个

圈数×点数×层数的三维像素空间内，能够实现径轴向Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩（ＲＡＴ矩）对曲面机匣模态振型的识别。

利用ＲＡＴ矩函数从曲面结构模态振型数据提取矩特征值，实现对振型数据的压缩，基于矩特征值的相关性

分析能够很好地描述重模态现象，弥补了传统模态置信准则（ＭＡＣ）值对于重模态描述的缺陷。进而将矩特

征值代替振型数据，作为目标函数，应用于模型修正。矩特征值的数据量远小于振型数据，能够提高计算效

率、避免修正结果不收敛。考虑到工程部件大多非完全轴对称，以一个带有非对称凸台的航空发动机机匣为

例，基于ＲＡＴ矩进行模态计算、相关分析和模型修正，发现同时利用频率与ＲＡＴ矩进行模型修正，相关性有

明显的提升，例如第９阶模态的相关性由３５．３５％提升到６７．２１％。各阶模态对的频差也都明显降低，最大频

差由１４．５６％降至９．０９％。证明了ＲＡＴ矩函数能够应用在三维曲面非对称机匣的模型确认中。
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　　矩函数是最常用的形状特征提取方法，最初

矩函数主要应用在图像识别领域，随着研究的深

入，在结构动力学领域矩函数也得到了广泛的应

用。Ｈｕ
［１］最早提出了几何矩描述符，并将其一系

列不变性应用在自动特征识别上，之后又延伸出

了规则矩［２］、旋转矩［３］等几何矩。但几何矩不具

有正交性，会造成信息的冗余。Ｔｅａｇｕｅ
［４］提出了

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩和Ｌｅｇｅｎｇｒｅ矩这两个基于正交多项式

的矩描述符，解决了几何矩造成信息冗余的问题，

但由于一般都是通过数字计算进行图像处理，采

用离散求和来模拟真实积分，上述两种矩函数都为

连续积分形式，故在计算中存在较大的离散误差。

随后Ｍｕｋｕｎｄａｎ等
［５７］提出了Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩描述符

的概念，Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩是离散的正交矩，既能够避

免数据冗余，又能消除离散误差，Ｍｕｋｕｎｄａｎ等又

在Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式的基础上添加周向三角函

数，构造了径向Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式。

从振型图像中提取出的矩特征值保留了模态

振型的特征信息，并实现了对振型数据的压缩。

将矩特征值代替振型数据应用于模型修正中既能

反应振型的变化，又能减少计算的数据量，并且矩

函数的相关性分析相比于传统的模态置信准则能

够更好地描述重模态现象，相关性分析能够得到

有限元模型计算数据与试验数据相关的模态对，

是后续模型修正工作的基础，也是模型确认理论

中的关键步骤。因此进行基于矩函数的模型修正

研究有着重要的意义。国外的 Ｗａｎｇ等
［８１１］最早

将Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数、Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩函数应用在动

力学模型确认中，并完成了对二维矩形、圆形结构

的振型描述与模型修正。在国内，臧朝平、刘银

超、贾晴晴、姜丹丹等［１２１６］对 Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数、

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩函数到径向 Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩函数进

行了深入研究，但是二维矩函数在处理三维结构

时只能使用投影等降维的方式。这样不仅操作复

杂，还会造成几何信息的缺失。为了解决这个问

题，曾亚未等［１７］使用了三维的径轴向Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ

矩函数（ＲＡＴ矩），但是ＲＡＴ矩函数是定义在柱坐

标下的矩函数，只能够描述三维圆柱结构的模态振

型。针对这个问题，马健等［１８］采用了多项式拟合

的方法：采用径向坐标狉的多项式去拟合轴向坐标

狕，改进后的ＲＡＴ矩函数可以描述简单的三维曲

面机匣的模态振型，但该方法不具有通用性，针对

不同曲面机匣需要分别进行多项式拟合，并且随

着结构的复杂程度增加，拟合的难度也会增大。

本文采用积分的思想，将曲面机匣当作由若

干圆柱机匣积累而成，将振型数据插值到一个圈

数×点数×层数的像素空间内。这样就可以使用

ＲＡＴ矩函数直接描述三维曲面结构的模态振型，

并且对于不同曲面结构的通用性更强。目前矩函

数都是应用在轴对称结构上，考虑到工程上大部

分结构并非完全轴对称，与轴对称结构中出现的

重模态现象相比，局部非对称结构会存在近似模

态，由于刚度非对称近似模态间的频率与振型都

会有一些差异，因此需要研究如何使用 ＲＡＴ矩

函数识别非对称结构的位置并且对该部位进行模

型修正，使简化模型能够反映局部非对称结构的

性质。因此，本文采用了一个曲面的局部非对称

机匣结构，并利用ＲＡＴ矩函数对其模型进行模

态识别与模型确认。

１　基于矩函数的三维曲面结构模态

振型描述与模型修正方法

１１　基于矩函数的模态振型描述方法

若是把二维模态振型当做图像来处理，每个

节点都看作像素点，将振型图看成是犖×犖 的图

像，在极坐标下可以用径向 Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ矩（ＲＴ

矩，记为犚狆狇）来描述振型。

６０２２
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式中狋狆，犖／２（狉）为Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式，ｅ
－ｊ
２π狇犽
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狆！
（犖／２）∑

狆

犽＝０

（－１）狆－
犽·

犖／２－１－犽

狆－（ ）犽

狆＋犽（ ）狆 （）狉犽 （２）

ρ（狆，犖／２）＝ ∑
犖／２－１

狉＝０

狋狆（狉［ ］）２ （３）

　　当处理三维结构的模态振型时，将模态振型看

成犕×犖×犎的图像，此时二维矩函数无法直接处

理三维图像，需要构建一个三维矩函数。基于ＲＴ

矩增加一个轴向的Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式，这样组建出

一个建立在柱坐标下的三维矩函数：径轴向Ｔｃｈｅ

ｂｉｃｈｅｆ矩（ＲＡＴ 矩），ＲＡＴ 矩的表达式如式（４）。

狋狆，犿（狉）为添加的轴向Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式，ｅ
－ｊ
２π狇犽
狀 还

是周向的三角函数，犳（狉，犽，狕）代表三维模态振型

的函数。狆、狇、犾分别为径向阶数、重数和轴向阶

数，狉、犽、狕分别为径向、周向、轴向坐标。径轴向

Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式的表达式为式（５）和式（６）。

犚犾狆狇 ＝
１

狀ρ（狆，犿）ρ（犾，犺）∑
犺－１

狕＝０
∑
犿－１

狉＝０
∑
狀－１

犽＝０

狋犾，犺（狕）·

狋狆，犿（狉）ｅ
－ｊ
２π狇犽
狀犳 狉，犽，（ ）狕 （４）

狋犾，犺（狕）＝
犾！

（犺）犾∑
犾

犽＝０

（－１）
犾－犽·

犺－１－犽

犾－（ ）犽

犾＋犽（ ）犾 （）狕犽 （５）

狋狆，犿（狉）＝
狆！

（犿）狆∑
狆

犽＝０

（－１）狆－
犽·

犿－１－犽

狆－（ ）犽

狆＋犽（ ）狆 （）狉犽 （６）

　　因为ＲＡＴ矩函数是建立在柱坐标下的，因

此只能描述圆柱结构的模态振型。本文采用积分

的思想，将曲面机匣看成多个半径不同的圆柱机

匣沿轴向组合而成，将节点按照轴向坐标狕由小

到大排序，求出每一点的半径，沿轴向布置 犎 个

像素点，沿径向布置犕 个像素点，沿周向布置犖

个像素点，即可以构建出一个犕×犖×犎 的像素

空间，犕、犖、犎 的关系见式（７）、式（８）。将节点位

移插值到该像素空间内，得到犳（狉，犽，狕），带入式

（４）即可从曲面结构的模态振型中提取出ＲＡＴ

特征矩集。通常模态分析是针对自由自由状态

下部件的各阶模态，但在实际问题中，边界条件及

其影响往往是复杂的，矩函数对模态振型的描述

是基于模型各个节点的位移，对节点位移进行矩

变换得到特征矩集，无论是何种边界条件下，处理

的都是节点的位移值，因此该方法同样适用于结

构具有复杂边界的情况。

犎 ＝
犺

狉ｏ－狉ｉ
犕 （７）

式中犺为曲面机匣的高，狉ｏ 与狉ｉ分别为外径与

内径。

犖 ＝２π
犕狉ｏ
狉ｏ－狉ｉ

（８）

　　矩函数对模态振型识别的原理是对振型数据

进行矩变换，得到一系列的特征矩集，如式（９）。

可以利用特征矩集对振型图像进行重构。

１２　基于矩函数的模态振型重构方法

通过从振型图像提取出来的ＲＡＴ特征矩集

可以将振型图像重构，重构公式如下：

犳狉，犽，（ ）狕 ＝∑

狆ｍａｘ

狆＝０
∑

狇ｍａｘ

狇＝０
∑

犾
ｍａｘ

犾＝０

犚犾狆狇狋狆，犿（狉）狋犾，犺（狕）ｅ
ｊ
２π狇犽
狀 ＝

∑

犾
ｍａｘ

犾＝０

狋犾，犺（狕）∑

狆ｍａｘ

狆＝０

狋犾，犺（狕）

［

·

犆犾狆０＋２∑

狇ｍａｘ
／２

狇＝１

犆犾狆狇ｃｏｓ
２π狇犽
犿

＋犛
犾
狆狇ｓｉｎ

２π狇犽（ ）］犿

（９）

式中犆犾狆狇和犛
犾
狆狇分别代表及函数的实部和虚部。

引入一个总体相似度系数（ｇｌｏｂａｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ

ｃｏｅｆｆｃｅｎｔｓ，ＧＳＣ，记为犆ｇｓ）来描述重构振型图与

原始振型图的相似程度，表达式如下：

ζ（犐′，犐）＝
Ω

（犐′－珔犐′）（犐－珔犐）ｄ

［

犃

Ω

（犐′－珔犐′）
２ｄ ］［犃Ω

（犐－珔犐）
２ｄ ］槡 犃

珔犐′＝
∫Ω
犐′ｄ犃

∫Ω
ｄ犃

，　珔犐＝∫Ω
犐ｄ犃

∫Ω
ｄ犃

（１０）

式中犐′、犐表示重构振型和原始振型，Ω是振型数

据的定义域范围，犃 为振型图像的自变量。ＧＳＣ

的表达式如式（１１），表达的是最大重构阶次

犖ｍａｘ＝犻时的每一阶模态重构振型与原始振型的

总体相似度系数，ζｍｅａｎ，犻与ζｖａｒ，犻分别为各阶模态的

重构振型图像与原始振型图像相似度的均值与方

差。ＧＳＣ的取值在０～１之间，数值越大则代表

重构精度越高，数值越小则表示重构精度越低。

犆ｇｓ（）犻 ＝
ζｍｅａｎ，犻

１＋ζｖａｒ，犻
，　犻＝１，２，３，… （１１）

７０２２
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１３　基于矩函数的相关性分析方法

在结构动力学领域常用的相关性分析方法是

模态置信准则（ｍｏｄａｌａｓｓｕｒａｎｃｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，ＭＡＣ），

ＭＡＣ的值（记为εＭＡＣ）表达式见式（１２），ＭＡＣ分

析在处理重模态时存在明显的不足，在处理重模

态现象时效果不佳，不能准确地匹配模态对。而

使用具有旋转不变性的ＲＡＴ矩便能很好地解决

这个问题，参考模态置信准则的方法，ＲＡＴ矩的

相关性判定采用ＲＡＴＭＡＣ，如式（１３）所示

εＭＡＣ犻，（ ）犼 ＝
φ
ｅ｛ ｝犻

Ｔ
φ
ａ
犼
２

φ
ｅ｛ ｝犻

Ｔ
φ
ｅ（ ）犻 φ

ａ｛ ｝犼
Ｔ
φ
ａ（ ）犼

（１２）

式中φ
ｅ
犻 为试验的第犻阶模态振型向量，φ

ａ
犼 为有限

元计算第犼阶模态振型的向量，Ｔ表示转置。

εＲＡＴＭＡＣ犻，（ ）犼 ＝
犚ｅ｛ ｝犼

Ｈ犚ａ犼
２

犚ｅ｛ ｝犻
Ｈ犚ｅ（ ）犻 ｛犚ａ犼｝

Ｈ犚ａ（ ）犼

（１３）

式中犚ｅ犻 代表模态测试试验获得的第犻阶模态对

应的ＲＡＴ特征矩集向量，犚ａ犼 代表有限元模型计

算获得的第犼 阶模态对应的 ＲＡＴ特征矩集向

量，Ｈ表示共轭转置。与 ＭＡＣ一样，ＲＡＴＭＡＣ

的值εＲＡＴＭＡＣ也是介于０～１范围内的数，值越大

代表两阶模态相关性越高。与 ＭＡＣ值相比，在

计算重模态相关性时，由于ＲＡＴ矩的旋转不变

性，ＲＡＴＭＡＣ值会比 ＭＡＣ值高很多。

１４　基于矩函数的模型修正方法

１．４．１　灵敏度计算方法

可以通过将矩函数犇 对参数θ求导得到犇

对θ的灵敏度犛犇，如式（１４），用狑（狓，狔，狕，θ）表示

结构的振动位移，其表达式为式（１５），狀ｆ 为自由

度数，π犻（狓，狔，狕）是和狓、狔、狕坐标有关的变量，狇犻

是关于时间狋的正弦函数，｛φ犻｝为振型特征向量。

把式（１６）带入式（１５），得到式（１７）。振型图像

犐（狓，狔，狕，θ）可以表示为式（１８）。

犛犇 ＝
犇

θ
＝

熿

燀
∫Ω

犚犾狆狇（狓，狔，狕）犐（狓，狔，狕，θ）ｄ狓ｄ狔ｄ
燄

燅
狕

θ
（１４）

狑狓，狔，狕，（ ）θ ＝∑
狀

犻

π犻（狓，狔，狕）狇犻（）θ （１５）

狇｛ ｝犻 ＝ φ｛ ｝犻 ｓｉｎ（ω狋） （１６）

狑狓，狔，狕，（ ）θ ＝π
Ｔ（狓，狔，狕）φ（）θｓｉｎ（ω狋）（１７）

犐狓，狔，狕，（ ）θ ＝π
Ｔ（狓，狔，狕）φ（）θ （１８）

　　在直角坐标系下ＲＡＴ矩函数的求解公式为

犚犾狆狇 ＝
１

狀ρ（狆，犿）ρ（犾，犺）∑
犺－１

狕＝０
∑
犿－１

狉＝０
∑
狀－１

犽＝０

狋犾，犺（狕）狋狆，犿（狉）·

ｅ－ｊ
２π狇犽
狀犳（狉，θ犽，狕）＝

∑
犖－１

狓＝０
∑
犖－１

狔＝０
∑
犖－１

狕＝１

犝犾狆狇（狓，狔，狕）犐狓，狔，狕，（ ）θ （１９）

　　ＲＡＴ矩特征值对参数θ的灵敏度计算公式

如式（２０）。

犛犚 ＝
犚

犾
狆狇

θ
＝

熿

燀
 ∑

犖－１

狓＝０
∑
犖－１

狔＝０
∑
犖－１

狕＝１

犝犾狆狇（狓，狔，狕）犐狓，狔，狕，（ ）
燄

燅
θ

θ
（２０）

　　将式（１９）带入式（２０）可得

犛犚 ＝

熿

燀
 ∑

犖－１

狓＝０
∑
犖－１

狔＝０
∑
犖－１

狕＝１

犝犾狆狇（狓，狔，狕）犐狓，狔，狕，（ ）
燄

燅
θ

θ
＝

∑
犖－１

狓＝０
∑
犖－１

狔＝０
∑
犖－１

狕＝１

犝犾狆狇（狓，狔，狕）π
Ｔ（狓，狔，狕）

φ（）θ

θ

（２１）

　　由式（２１）可知，模态振型图像的矩特征值对

设计参数的灵敏度可由π（狓，狔，狕）的矩特征值与

模态振型特征向量φ对设计参数的灵敏度得到。

在实际计算过程中，也可以用向前差分的数值解

法求出其灵敏度。

１．４．２　设计参数估计值

模型修正的过程是一个参数变化迭代的过

程，每次迭代都会得到下一次迭代过程中设计参

数的改变量。每次迭代设计参数变化量的推导过

程如下。目标函数可以表示为关于设计参数的泰

勒展开式，如式（２２）所示：

δ狕＝犛犼δθ （２２）

其中

δθ＝θ－θ犼 （２３）

δ狕＝狕犿 －狕犼 （２４）

式中δθ为设计参数的变化量，θ犼是第犼次迭代过

程的设计参数；δ狕为目标函数的残差，狕ｍ 为参考

数据的目标函数，狕犼 为第犼次迭代过程中的目标

函数。

犛犼代表目标函数对设计参数的灵敏度矩阵，

表达如下：

犛犼 ＝δ狕犼／δθ犼 （２５）

　　若设计参数的数目比目标函数的数目要少，

可以采用最小目标函数法或者最小化二乘法，将

８０２２
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左右两边均乘以灵敏度矩阵的转置犛Ｔ 得到

犛Ｔ犻δ狕＝犛
Ｔ
犻犛犻δθ （２６）

　　整理得

δθ＝ ［犛
Ｔ
犻犛犻］

－１犛Ｔ犻δ狕 （２７）

　　可以得到第犼＋１次迭代过程的设计参数

θ犼＋１为

θ犼＋１ ＝θ犼＋［犛
Ｔ
犻犛犻］

－１犛Ｔ犻（狕ｍ－狕犼） （２８）

２　局部非对称曲面机匣基于犚犃犜

矩函数的模态识别与修正

２１　燃烧室机匣的有限元模型及模态振型

在此之前矩函数在模型确认域的应用都是针

对轴对称结构，然而工程中的实际结构大多并非

完全轴对称。为了探究矩函数能否应用在局部非

对称结构的模型确认上，本文选择一个轴对称的

燃烧室机匣，该机匣最大半径为２４１ｍｍ，最小半

径为１８２ｍｍ，高为２６２．８ｍｍ，在机匣外侧添加两

个非对称的凸台。材料采用ＧＨ４１６９高温合金，

该燃烧室机匣结构的弹性模量为２０４ＧＰａ，密度

为８２４０ｋｇ／ｍ
３，泊松比为０．３。在ＡＮＳＡ中使用

２阶四面体单元对燃烧室机匣划分网格，将此模

型视为参考模型，一共有９３３３７个节点，３１２０８个

单元。再将凸台简化，使用网格尺寸更大的２阶

四面体进行建模，共有２６１９５个节点，１２８５１个单

元，将此模型视为简化模型。几何模型、参考模型

与简化模型见图１。

图１　燃烧室机匣参考模型与简化模型

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌａｎｄｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌ

ｏｆｃｏｍｂｕｓｔｉｏｎｃａｓｅ

使用Ｎａｓｔｒａｎ求解器对参考模型与简化模型

进行模态计算，计算自由自由状态下的前１０阶

模态。参考模型与简化模型的前１０阶固有频率

见表１，参考模型前１０阶模态振型图见图２，简化

模型前１０阶振型图见图３。通过观察参考模型

的振型图可以发现，参考模型的第８阶模态振型

为局部模态，该阶模态的变形主要发生在凸台位

置处，该局部模态在简化模型中没有出现，故列出

参考模型前１１阶振型图。由简化模型振型图可

以看到，每相邻两阶模态都为重模态，传统的模态

置信准则在判定重模态时存在缺陷，因此可以将

ＲＡＴ矩函数应用在该模型的模型确认上。

参考模型相比于简化模型只多了两个凸台，

为了保证后续模型修正中参考模型与简化模型的

ＲＡＴ矩能够计算残差，将参考模型与简化模型的

振型数据插值到同一个圈数×点数×层数的像素

空间内，获得的振型图见图４和图５。可以看出，

虽然参考模型与简化模型的振型数据插值到同一

个像素空间，得到的参考模型振型图依然可以呈

现出非对称凸台带来的影响，得到的振型图和

Ｎａｓｔｒａｎ计算获得的振型图大致相同。

表１　参考模型与简化模型前１０阶固有频率

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犳犻狉狊狋狋犲狀狅狉犱犲狉狀犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳狋犺犲

狉犲犳犲狉犲狀犮犲犿狅犱犲犾犪狀犱狊犻犿狆犾犲犿狅犱犲犾

模态阶次
固有频率／Ｈｚ

参考模型 简化模型

１ １７０．３８ １９５．１９

２ １７６．２３ １９５．３５

３ ２７０．１４ ２８６．２１

４ ２７３．７１ ２８６．２６

５ ５０２．６５ ５３８．０４

６ ５１６．１９ ５３８．２９

７ ８３２．７５ １０２５．９

８ ８６３．６６ １０２６．１

９ ９３４．４９ １０６０

１０ １０２２．９ １０６０．３

图２　参考模型前１１阶振型图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｅｌｅｖｅｎｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅ

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌ

９０２２
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图３　简化模型前１０阶振型图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｎｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅ

ｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌ

图４　参考模型振型数据插值得到的前１１阶振型图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｅｌｅｖｅｎｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌｍｏｄｅｄａｔａ

在提取模态振型图像的特征矩集之前，需要确定

一个最大重构阶数犖ｍａｘ，分别计算犖ｍａｘ从１到２０

的重构振型与原始振型的相似度（ＧＳＣ值），发现

当犖ｍａｘ很低或者很高的时候ＧＳＣ值都偏低，犖ｍａｘ

为１２时，ＧＳＣ值最高为０．９７，意味着在犖ｍａｘ为１２

时重构振型图与原始振型图相似度非常高，参考模

型的重构振型图见图６。对比图４和图６，可以看

到参考模型的重构振型图与原始振型图基本一致，

确认了ＲＡＴ矩函数能对曲面机匣模态进行识别。

２２　基于矩函数燃烧室机匣的相关性分析

根据文中第２．１节确定的最大重构阶数

犖ｍａｘ＝１２，同时对参考模型与简化模型振型图提

取ＲＡＴ特征矩集，将从参考模型和简化模型提

取出来的特征矩集进行对比，对比图见图７，可以

看到参考模型与简化模型前７阶的模态幅值较大

的矩基本一致，因为参考模型的第８阶模态为局

部模态，在简化模型中没有与第８阶匹配的模态，

参考模型第９、１０、１１阶模态振型的特征矩集与简

化模型第８、９、１０阶模态振型的特征矩集基本一

致，这也与振型图显示的相符。采用幅值最大的

几个主矩作为目标函数进行模型修正，不仅可以

考虑到模态振型提高模型修正精度，还避免了直

接使用振型数据工作量大的问题。

对参考模型与简化模型进行相关性分析，图

８为使用传统的模态置信准则计算的 ＭＡＣ图，

０１２２
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图９为采用ＲＡＴ矩函数计算的 ＲＡＴＭＡＣ图。

从 ＭＡＣ图可以看到只有前６阶模态能匹配上，

７～１０阶模态的匹配情况很差，第２、３阶模态还

出现了重模态的现象，反观ＲＡＴＭＡＣ图，能够很

好地显示重模态现象，因为参考模型的第８阶为

局部模态，因此参考模型的第７、９阶与简化模型

图５　简化模型振型数据插值得到的前１０阶振型图

Ｆｉｇ５　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｎｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌｍｏｄｅｄａｔａ

图６　参考模型重构振型图

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌ

１１２２
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的第７、８阶为重模态。由此可见，基于ＲＡＴ矩

的相关性分析要优于传统的相关性分析的。

由表２列出的相关性分析数据可见：

１）参考模型与简化模型各个模态对之间的

频差偏大，第１、２、７阶模态对的频差都超过

１０％，特别是第７阶频差达到了２３．２１％。由此

可见简化模型与参考模型存在差异，为了减小两

者之间的差异，需要对简化模型进行模型修正。

图７　参考模型与简化模型ＲＡＴ特征矩集对比

Ｆｉｇ．７　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＲＡＴｆｅａｔｕｒｅｍｏｍｅｎｔｓｅｔｓｂｅｔｗｅｅｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌａｎｄｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌ

２１２２
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图８　参考模型与简化模型 ＭＡＣ图

Ｆｉｇ．８　ＭＡＣｄｉａｇｒａｍｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌａｎｄｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌ

图９　参考模型与简化模型ＲＡＴＭＡＣ图

Ｆｉｇ．９　ＲＡＴＭＡＣｄｉａｇｒａｍｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｏｄｅｌａｎｄｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌ

表２　参考模型与简化模型相关性

犜犪犫犾犲２　犆狅狉狉犲犾犪狋犻狅狀狅犳狉犲犳犲狉犲狀犮犲犿狅犱犲犾犪狀犱狊犻犿狆犾犲犿狅犱犲犾

模态
频率／Ｈｚ

参考模型 简化模型
频差／％ εＭＡＣ／％ εＲＡＴＭＡＣ／％

１ １７０．３８１ １７２．７２ １４．５６ ６３．３２ ８３．２４

２ １７６．２３ １７２．８６ １０．８４ ６２．１２ ８０．９

３ ２７０．１４ ２５４．８８ ７．０９ ６３．５５ ８５．８

４ ２７３．７１ ２５４．８４ ５．６６ ６３．４７ ９０．０

５ ５０２．６５ ４７４．３３ ７．０４ ７５．３３ ７６．７

６ ５１６．１９ ４７４．５５ ４．２８ ７８．９８ ７８．０

７ ８３２．７５ ９０６．３３ ２３．２１ ３１．２９ ８１．９

９ ９３４．４９ ９０８．４５ ９．７８ ３５．３５ ７５．９

１０ １０２２．９０ ９３８．９８ ３．６３ ４３．２１ ７７．３

　　２）对比表２显示的 ＲＡＴＭＡＣ值与 ＭＡＣ

值，可以看到除第５、６阶模态对 ＲＡＴＭＡＣ与

ＭＡＣ相差不大，其余每一阶模态对的ＲＡＴＭＡＣ

值都远远大于 ＭＡＣ值，这是因为ＲＡＴ矩具有旋

转不变性，可以很好地描述重模态现象，而 ＭＡＣ

应用在重模态上时数值会很低；并且ＲＡＴ矩能

够反映振型图象的全局特征，因此ＲＡＴＭＡＣ相

比于 ＭＡＣ能够更准确地反映出模态对之间振型

图像的关系。

在传统的模型修正中，通常是将模态振型和

频率作为目标函数，对设计参数（通常为弹性模

量、密度）进行修正，从而使修正后的简化模型满

足要求，但是该修正方法存在一些缺点：①如果只

修正频率，可能会出现修正结果不收敛的现象。

②如果只修正模态振型，模态振型数据量十分庞

大，且对参数变化不灵敏。因此在传统的模型修

正中，修正过程复杂、数据量冗余，且很难获得理

想的结果。

在进行模型修正之前需要对修正的模型进行

分区，通过比较参考模型与简化模型的特征矩集

可以看到参考模型第８阶特征矩集在简化模型中

没有相对应的矩集，可以判断参考模型的第８阶

模态由于局部非对称结构造成局部模态，通过观

察参考模型第８阶模态的振型图可以大致确定局

部非对称凸台的位置，将凸台位置分为区域１，剩

下部分作为区域２，分区示意图如图１０所示。

本文先采用两种方法对简化模型进行模型修

正，分别是用模态频率修正和用ＲＡＴ矩修正，但

这两种方法的修正结果都无法收敛。最后以参考

模型为标准同时使用模态频率与ＲＡＴ矩对简化

３１２２
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图１０　简化模型分区图

Ｆｉｇ．１０　Ｓｉｍｐｌｅｍｏｄｅｌａｒｅａｄｉｖｉｓｉｏｎ

模型进行模型修正，以各个区域的弹性模量为修

正参数，将简化掉的凸台的质量通过增加密度等

效至区域１，以保证简化前后模型质量不变。修

正前后各阶模态参数变化见表３、表４，犈１、犈２ 分

别为区域１与区域２的弹性模量。可以看出，同

时利用模态频率和ＲＡＴ矩进行修正时，修正结

果第４次迭代就能达到收敛。修正前最大频差达

到了２３．２％修正后简化模型与参考模型每一阶

模态的频差都能控制在１０％以内，并且修正后的

各阶模态相关性也有了一定提高，特别是第７、９

两阶模态的 ＭＡＣ值有了大幅度提高。但是由于

参考模型的近似模态现象与简化模型的重模态现

象导致各阶 ＭＡＣ值都偏低，而 ＲＡＴＭＡＣ值能

很好地反应各阶模态振型匹配程度，修正后的

ＲＡＴＭＡＣ值较修正前有了明显提高，说明修正

后简化模型的振型图像与参考模型相似度有了提

升，验证了ＲＡＴ矩函数应用在该曲面非对称结

构模型修正中的可行性。

表３　修正前后弹性模量变化

犜犪犫犾犲３　犆犺犪狀犵犲狊犻狀犲犾犪狊狋犻犮犿狅犱狌犾狌狊犫犲犳狅狉犲犪狀犱

犪犳狋犲狉犮狅狉狉犲犮狋犻狅狀

设计参数 修正前 修正后 变化量／％

犈１／ＧＰａ ２０４ ２６７ ３２

犈２／ＧＰａ ２０４ １６２ ２３

表４　修正前后各个参数变化

犜犪犫犾犲４　犆犺犪狀犵犲狊犻狀狏犪狉犻狅狌狊狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犫犲犳狅狉犲犪狀犱犪犳狋犲狉犮狅狉狉犲犮狋犻狅狀

模态
参考模型

频率／Ｈｚ

简化模型频率／Ｈｚ

修正前 修正后

频差／％

修正前 修正后

εＭＡＣ／％

修正前 修正后

εＲＡＴＭＡＣ／％

修正前 修正后

１ １７０．３８ １９５．１９ １７２．７２ １４．５６ １．３７ ６３．６２ ６４．２７ ８３．２４ ８７．９９

２ １７６．２３ １９５．３２ １７２．８６ １０．８４ －１．９１ ６２．１２ ６３．２３ ８５．２３ ９０．６０

３ ２７０．１０ ２８６．２６ ２５４．８８ ７．０９ －５．６３ ６３．５５ ６３．２９ ９２．１１ ９４．３２

４ ２７３．７１ ２８６．２１ ２５４．８４ ５．６６ －６．８９ ６３．４７ ６３．２９ ９０．９８ ９５．６７

５ ５０２．６５ ５３８．０４ ４７４．５５ ７．０４ －５．５９ ７５．３３ ７３．９４ ８６．０４ ９５．８６

６ ５１６．１９ ５３８．２９ ４７４．３３ ４．２８ －８．１１ ７８．９８ ７７．６４ ８５．６３ ９６．０９

７ ８３２．７５ １０２５．９ ９０８．４５ ２３．２ ９．０９ ３１．２９ ６０．５５ ７４．６７ ７６．０８

９ ９３４．４９ １０２６．１ ９０６．３３ ９．８ －３．０１ ３５．３５ ６７．２１ ７５．６９ ７７．４４

１０ １０２２．９０ １０６０ ９３８．９８ ３．６ ８．２ ４３．２１ ４９．８４ ８６．１９ ９５．７０

３　结　论

本文通过将三维振型数据插值到三维像素空

间，实现了使用ＲＡＴ矩函数描述三维曲面机匣

的模态振型，并且将ＲＡＴ矩函数应用到三维曲

面局部非对称结构的模型确认中，总结如下：

１）将三维曲面机匣看成多个圆柱机匣沿轴

向组成，构建一个圈数×点数×层数的三维像素

空间，将参考模型和简化模型的振型数据插值到

该三维空间上，则可以直接提取三维曲面机匣振

型图像的ＲＡＴ特征矩集，并可以用提取出的特

征矩集重构振型图像。拓展了三维ＲＡＴ矩函数

对三维结构的适用范围，提高了ＲＡＴ矩函数描

述模态振型的通用性。

２）过去三维矩函数只被应用在轴对称结构

的模型确认当中，考虑到工程中大部分机匣都不

是完全轴对称结构，本文将ＲＡＴ矩函数应用到

三维曲面局部非对称机匣的模型确认当中。

３）将ＲＡＴ矩函数应用在一个三维曲面非对

称的燃烧室机匣得模型确认中，ＲＡＴＭＡＣ可以

４１２２
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很好地识别该模型的重模态现象，在分别使用三

种方法进行模型修正后，发现同时利用频率与

ＲＡＴ矩进行模型修正能够得到理想的修正结果，

相关性有明显的提升，各阶模态对频差也都明显

降低。证明了ＲＡＴ矩函数能够应用在三维局部

非对称机匣的模型确认中，为今后应用到更复杂

的模型上打下了基础。
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