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摘　　　要：为了满足超声速混合层高精度模拟需求，实现了基于内罚方法的间断伽辽金（ＩＰＤＧ）方法数值

模拟。通过将黏性通量作为辅助变量使得ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程降阶，并利用间断伽辽金方法进行空间离散，最

后采用ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖ隐式方法对空间半离散方程进行时间推进。相对于有限体积法数值精度提高到了３

阶。将该方法应用于对流马赫数为０．２的二维平面超声速混合层的数值模拟中，通过与实验数据的对比验证

了方法的可靠性。数值结果显示了混合层中层流到湍流的发展过程。在此基础上，将基于数值解误差分布的

自适应网格技术与ＩＰＤＧ方法结合起来，对比发现自适应网格数量减少了９倍，计算时间减少了８倍，大幅提

高了方法的计算效率。
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　　随着人们对超燃冲压发动机的研究逐渐深

入，关于超声速混合层的研究显得愈发重要。超

声速混合层包含了层流转捩失稳过程和由此引发

的一系列涡的卷起、组对和撕裂等流动现象，研究

其中的物理机制对于改进和发展超燃冲压发动机

具有十分重要的意义。

Ｂｏｇｄａｎｏｆｆ
［１］和Ｐａｐａｍｏｓｃｈｏｕ等

［２］提出了对

流马赫数（犕犪ｃ）的概念。理论、实验与数值研究

均表明，对流马赫数深刻地影响超声速混合层的

增长率和稳定性。其中，线性稳定性分析表明，扰

动的最大增长率基本落在一条曲线上，该曲线是

对流马赫数的函数［３６］。在实验研究方面，Ｇｏｅｂｅｌ

等［７］在可压缩的湍流混合层上进行了实验研究。

对流马赫数为０．２和０．９９时，研究发现随着对流

马赫数的增加，混合层的增长率降低，稳定性增强，

湍流强度降低。在数值模拟方面，Ｃｈａｋｒａｂｏｒｔｙ

等［８］使用４阶紧致有限差分方法对对流马赫数为

０．８６的空间发展超声速混合层进行二维直接数

值模拟（ＤＮＳ）研究。瞬时流动结构和平均流动曲

线表明，混合层的生长向高速侧发展，并且随着对

流马赫数的增加，湍流强度减小。此外，Ｌｕｉ等
［９］

对对流马赫数为０．６和０．４的三维空间发展混合

层，采用６阶有限差分格式进行了ＤＮＳ研究。Ｌｉ

等［１０］应用气体动力学（ｇａｓｋｉｎｅｔｉｃｓｃｈｅｍｅ，ＧＫＳ）

方法在对流马赫数范围为０．２～１．０的情况下模

拟了二维和三维超声速混合层。Ｓｈｉ等
［１１］模拟了

对流马赫数范围为０．２～０．８的时间发展和空间发

展的超声速混合层。在高对流马赫数条件下，观察

到大规模拟序结构，例如ＢｒｏｗｎＲｏｓｈｋｏ结构、小波

和多涡旋合并。

通过以上研究可以发现，超声速混合层的流

动结构复杂，对数值求解方法精度要求极高。近

年来，高精度方法由于其拥有的高空间精度、高数

值分辨率和低数值耗散特性，适用于湍流、计算声

学等多尺度流动问题，在计算流体力学领域得到

了极大关注［１２］。其中，间断伽辽金（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕ

ｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎ，ＤＧ）方法因为具有紧致性、稳定性

和收敛性好及并行效率高等特点，发展十分迅速。

２１世纪初，ＤＧ方法成功应用于求解Ｎａｖｉｅｒ

Ｓｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程
［１３１４］。如ＢＲ１格式、ＢＲ２格式、

ｌｏｃａｌｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎ（ＬＤＧ）方法和内罚

（ｉｎｔｅｒｉｏｒｐｅｎａｌｔｙ，ＩＰ）方法，通过引入辅助变量将

ＮＳ方程降阶，解决了黏性项处理困难的问题，并

逐渐发展成熟。

其中ＩＰ方法具有紧致性好，不需要储存辅助

变量且易于程序编写等优点。最初由Ｌｉｏｎｓ用来

求解带Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件的椭圆型方程。他提

出引入罚系数，将Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界转换为Ｎｅｕｍａｎｎ

边界。此后，Ｈａｒｔｍａｎｎ等
［１５１６］将ＩＰ方法应用于

可压缩ＮＳ方程的ＤＧ离散求解过程中，形成了

基于内罚方法的间断迦辽金（ＩＰＤＧ）方法，其核心

思想是引入一个双线性算子充当罚函数，建立相

邻单元之间的信息交换机制［１７］。随后Ｂéａｔｒｉｃｅ

等［１８］在含有悬空节点的网格上，针对不可压缩

ＮＳ方程采用ＩＰＤＧ 方法进行了模拟。Ｗａｎｇ

等［１９］分别采用ＳＵＰＧ（ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｕｐｗｉｎｄ／Ｐｅｔｒｏｖ

Ｇａｌｅｒｋｉｎ）格式和ＩＰＤＧ方法，结合雷诺平均ＮＳ

（ＲＡＮＳ）和大涡模拟（ＬＥＳ）模拟比较了两种格式

的计算结果。ｄｅＷｉａｒｔ等
［２０］将该方法用于槽道

流的ＬＥＳ计算，显示了良好的计算精度。Ａｒｎｏｌｄ

等［２１］分析了各种 ＤＧ 耗散项的求解途径，包括

ＢＲ１、ＢＲ２、ＬＤＧ、ＩＰ等，通过变量和黏性通量的分

析，将它们统一起来，并对收敛性、相容性进行了

严格的证明。但由于流动现象复杂、计算量大，目

前将ＩＰＤＧ 方法用于高马赫数的湍流研究还

很少。

本文结合ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖ隐式方法将ＩＰＤＧ

方法应用于空间发展的二维平面超声速混合层流

动的数值模拟中，验证了该方法在此类问题中的

可靠性。在此基础上，验证了模拟超声速混合层

时，采用自适应网格技术提高ＩＰＤＧ方法计算效

率的可行性。

１　数值方法

１１　控制方程组

混合层流动可以用ＮＳ方程描述
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式中ρ、犈和狆分别代表密度、流体单位体积总能

量和压力，狌、狏分别为狓、狔方向上的速度。热通

量狇狓＝－κ犜／（ ）狓 、狇狔＝－κ犜／（ ）狔 ，κ为导热

系数，犜为温度。黏性应力张量各分量分别为
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２

３μ
２
狌

狓
－
狏

（ ）狔 ，

τ狓狔 ＝τ狔狓 ＝μ
狌

狔
＋
狏

（ ）狓
τ狔狔 ＝

２

３μ
２
狏

狔
－
狌

（ ）狓 （３）

式中μ为动力黏度。状态方程狆＝ρ犚犜，犚为气

体常数，比热比γ＝１．４。能量方程为

犈＝
狆
γ－（ ）１

＋
１

２ρ
狌２＋狏（ ）２ （４）

１２　犐犘犇犌方法的空间离散

式（１）中存在２阶偏导数项，需要降阶来求

解。与Ｂａｓｓｉ和Ｒｅｂａｙ提出的ＢＲ１格式
［１３］将守

恒变量的１阶导数单独提出不同，ＩＰ方法将黏性

通量作为辅助变量：

Θ＝犉
ｖ（犝，!犝）＝犌（犝）!犝 （５）

犝

狋
＋!· 犉ｃ－（ ）Θ ＝０ （６）

式中张量犌为黏性通量２个方向分量上的４个分

量对４个守恒变量梯度的导数。

设Ω为计算区域，Γ为计算区域边界，定义

Ωｅ为计算域内非重叠单元的集合。Ωｅ 为单元

的边界，狀为单元边界的外法向矢量，则有限元空

间犞ｈ为

犞
狇

ｈ＝ 狏ｈ∈ ［犔
２（Ω）］

犿：狏ｈ
Ωｅ

［犞犿狇］，Ωｅ∈｛ ｝Ω
其中犔２（Ω）代表计算域内勒贝格平方可积的函数

空间，犞犿狇 代表局部空间单元上的犿 维狇阶多项

式。将式（５）和式（６）分别乘以测试函数犠 和φ，

并在每个单元上积分得到

∫Ωｅ

Θ犠ｈｄΩ＝∫Ωｅ

犌（犝）!犝ｈ·犠ｈｄΩ＝

∫Ωｅ犝ｈ·狀犌
Ｔ犠（ ）ｈ ｄΓ－∫Ωｅ

犝ｈ·!犠ｈ犌
ＴｄΩ

（７）

∫Ωｅ

犝ｈ

狋φ
ｈｄΩ＋∫Ωｅ 犉

ｃ·狀－犉
ｖ·（ ）狀φｈｄΓ－

∫Ωｅ

!φｈ· 犉
ｃ
－（ ）Θ ｄΩ＝０ （８）

式中分别用犝ｈ、犠ｈ 和φｈ 表示理论解犝、测试函

数犠 和φ在有限元空间上的近似。ＩＰ方法常取变

量数值通量犝ｈ（犝
－
ｈ ，犝

＋
ｈ）·狀＝

１

２
（犝＋
ｈ ＋犝

－
ｈ）·狀。

对式（７）再做一次分步积分得

∫Ωｅ

Θ犠ｈｄΩ＝∫
Ωｅ

!犝ｈ犌
Ｔ犠ｈｄΩ＋

∫Ωｅ
（犝ｈ－犝

－
ｈ）·狀（犌

Ｔ犠ｈ）ｄΓ＝

∫Ωｅ

犉ｖ（犝，!犝）犠ｈｄΩ＋

∫Ωｅ
１

２
（犝＋

ｈ －犝
－
ｈ）·狀（犌

Ｔ犠ｈ）ｄΓ （９）

　　从式（９）中可以发现由于ＩＰＤＧ方法在单元

边界处存在间断，黏性项被拆分为单元内和单元

边界两部分。对流项和黏性项单元内部通量按原

始方程（式（１））的计算，这里边界对流通量取

ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ格式计算：

犉ｃ·狀＝
１

２
犉（犝－

ｈ）·狀＋犉（犝
＋
ｈ）·狀－

１

２
αｌｆ（犝

＋
ｈ －犝

－
ｈ） （１０）

式中αｌｆ为Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵犉（犝）／犝·狀的最大特征

值。边界黏性数值通量取［１５］

犉ｖ·狀＝
１

２
［犉ｖ（犝－

ｈ，Θ
－）＋犉

ｖ（犝＋
ｈ，Θ

＋）］·狀－

犆ｉｑ
狇
２

犺ｆ
犉ｖ
１

２
（犝＋

ｈ ＋犝
－
ｈ），
１

２
（犝＋

ｈ －犝
－
ｈ）［ ］狀·狀

（１１）

式中犆ｉｐ取正常数，狇为多项式阶数，犺ｆ为面的尺

度。通过ＩＰ方法处理黏性项，能够直接消掉辅助

变量。取犠＝!φ，合并式（８）和式（９）得到

∫Ωｅ

犝ｈ

狋φ
ｈｄΩ＋∫Ωｅ 犉

ｃ·狀－犉
ｖ·（ ）狀φｈｄΓ－

∫Ωｅ
１

２
（犝－

ｈ －犝
＋
ｈ）狀犌

Ｔ·!φｈｄΓ＋

∫Ωｅ

犉ｃ－犉（ ）ｖ ·!φｈｄΩ＝０ （１２）

　　通过ＩＰＤＧ方法得到的空间半离散方程形式

比ＢＲ１、ＢＲ２推导的更为简洁，易于程序编写，同

时也有紧致性好等优点。

１３　犖犲狑狋狅狀犓狉狔犾狅狏隐式时间方法

将原始的偏微分控制方程（式（１））离散为空

间半离散形式的非线性方程（式（１２））之后，本文

７７２
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采用 ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖ方法进行时间迭代求解。

Ｎｅｗｔｏｎ方法常用来求解复杂的非线性问题，具

有收敛速度快等优势。将式 （１２）简化记作

犚犻（犝ｈ）＝０并线性化得到

犑犻犼（犝狀）δ犝狀＋１ ＝－犚犻（犝狀）

犝狀＋１ ＝犝狀＋δ犝狀＋１ （１３）

式中雅可比矩阵犑犻犼＝犚犻／犝犼。这样就可以采用

Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法求解。在这个犃狓＝犫的线性

系统里：犃＝犑犻犼（犝狀），狓＝δ犝犽，犫＝－犚犻（犝狀）。

ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖ方法共有３层循环：第１层

循环为时间推进；第２层循环在物理时刻采用

Ｎｅｗｔｏｎ迭代求解非线性方程的根；第３层循环

将每一非线性迭代步犝狀 作为初值带入线性系

统，然后采用如ＧＭＲＥＳ（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｉｎｉｍａｌｒｅ

ｓｉｄｕａｌｍｅｔｈｏｄ）等Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法迭代求解代

数方程组。

１４　自适应网格技术

虽然ＩＰＤＧ方法具有高精度、高分辨率等优

势，但也面临着提高计算效率的挑战。吕宏强

等［１２］指出，ＤＧ方法通常需要求解大型稀疏线性

系统，并且因其数值积分策略以及隐式时间格式

产生了较大的计算量及内存储存需求。因此学者

们一直致力于改进这方面问题［２２２４］。

由于ＤＧ方法能够处理复杂的几何外形和含

有悬挂点的网格，容易实现网格自适应。因此本

文在开源平台 ＭＯＯＳＥ（ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓｏｂｊｅｃｔｏｒｉ

ｅｎｔｅｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ）的自适应框架基

础上，将ｈ型网格自适应技术与ＩＰＤＧ方法结合

起来，根据数值解的误差分布，自动加密或者粗化

网格，将自由度集中到误差大的位置。这样既能

够发挥ＩＰＤＧ方法本身高精度优势又能极大减少

计算量。具体步骤为：通过误差计算函数计算当

前网格误差分布，然后通过网格标记函数标记需

要加密或者粗化的网格，最后计算生成新的网格

进行下一步计算。本文采用 Ｈａｒｔｍａｎｎ
［２５］提出的

人工黏性系数构造方法在各网格单元计算误差，

定义误差计算函数ε为

ε ｅ＝犆ｅ犺
２－β
ｅ －!·犉ｃ（犝） （１４）

式中犆ｅ和β为正常数，犺ｅ为单元尺度。相对于其

他误差计算函数构造方法，其形式较为简单并且

能够满足非线性迭代对稳定性的要求，并且紧致

性好、高维高精度容易实现。误差计算函数ε在

光滑解附近充分小，而间断解附近与犺ｅ／狆数量级

相当。

１５　数值精度验证

本文首先通过库埃特流验证采用ＩＰＤＧ方法

求解ＮＳ方程的格式精度。此问题对位于狔＝０

和狔＝犎 的两个平行板之间的黏性流进行建模。

狔＝０处的温度为犜０ 的平板静止，而狔＝犎 处的

板具有不同的温度犜１，并且以犝 的速度移动。

假设黏度μ为常数，库埃特流动精确解为

狌＝
狔
犎
犝　　狏＝０

犜＝犜０＋
狔
犎
犜１－犜（ ）０ ＋

μ犝
２

２κ
·狔
犎
１－

狔（ ）犎
犘＝ｃｏｎｓｔ　　ρ＝

犘

烅

烄

烆 犚犜

（１５）

式中两平板间隔高度 犎＝２，上平板速度犝＝１，

上壁面温度犜０＝０．８，下壁面温度犜１＝０．８５，黏

度μ＝０．０１。计算域长度为２犎，边界条件根据解

析解取精确值。不同精度下计算得到的密度犔２

误差如表１所示，可以看到各阶格式都达到了设

计精度。

表１　库埃特流动密度犔２ 误差

犜犪犫犾犲１　犔２犲狉狉狅狉狅犳犆狅狌犲狋狋犲犳犾狅狑犫犪狊犲犱狅狀犱犲狀狊犻狋狔

网格数
精度 误差／１０－６

２阶 ３阶 ２阶 ３阶

１０×５ ５４．２７ ０．４６７

２０×１０ ２．２１ ２．９９ １１．７２ ０．０５６４３

４０×２０ ２．０１ ３．２２ ２．９１８ ０．００６０４３

２　二维空间发展混合层

在此基础上，本文将ＩＰＤＧ方法应用于超声

速混合层模拟中，进一步验证方法的精度和可靠

性。Ｓａｎｄｈａｍ等
［３］提出当０＜犕犪ｃ＜０．６时，流场

二维不稳定波扰动增长更加迅速，涡结构体现明

显的二维特征。在此范围内研究二维空间发展超

声速混合层，得到的相关规律适用于三维混合层，

又能极大地减少计算量。

综合考虑计算效率和计算精度，本文取３阶

格式模拟对流马赫数犕犪ｃ＝０．２时的二维空间发

展混合层。

２１　计算域及边界条件

以初始涡量厚度δ
０
ω 无量纲化后，计算域大小

为犔狓×犔狔＝４００×１５０（如图１所示）。由于混合

层流动流向尺度远大于横向尺度，本文在狓方向

８７２
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图１　计算域示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎ

均匀划分网格，在狔方向中心加密划分网格。

入口流向速度为双曲正切剖面

狌（狔）＝珔狌１＋
１－λ狌
１＋λ狌

ｔａｎｈ
狔
２δ

０（ ）［ ］
ω

（１６）

式中珔狌＝（狌１＋狌２）／２，λ狌＝狌１／狌２，狌１、狌２ 分别为上

下两层流体流向速度。对流马赫数定义为犕犪ｃ＝

（狌１－狌２）／（犪１＋犪２），犪１、犪２ 分别为上下层流体声

速。在入口速度剖面上添加小扰动会促进涡的卷

起和配对，加快混合层失稳，本文采用基本模加亚

谐模［２６］的扰动形式：

狏′＝ 犃１ｃｏｓ（＋犽狕狋）＋犃２ｃｏｓ＋
犽狕
２（ ）［ ］狋 犌（狔）

（１７）

式中犌（狔）为高斯分布函数，犃１、犃２ 为扰动振幅，

根据文献［２６］取不稳定波数犽狕＝０．５１２，为随机

相位。上下边界采用零梯度条件，出口为 Ｒｉｅ

ｍａｎｎ无反射边界条件。

２２　网格无关性验证

为了进一步确认本文选取的网格满足模拟超

声速混合层流动的要求，本文采用与 Ｇｏｅｂｅｌ和

Ｄｕｔｔｏｎ等
［７］的实验状态相同的计算工况，进行网

格无关性验证。表２为选取的不同网格的详细几

何参数。

表２　不同网格几何参数

犜犪犫犾犲２　犌犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾犻狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋犿犲狊犺犲狊

狌１／（ｍ／ｓ）狌２／（ｍ／ｓ） 网格数量 最小网格尺寸

５１９ ４０９ ６７５×２００ ０．５９、０．４

５１９ ４０９ １０００×３００ ０．３５、０．３

５１９ ４０９ １３５０×４００ ０．２６９、０．２

　　图２为不同网格计算得到的混合层动量厚度

δｍ 沿流向的变化。其计算方法为

δｍ ＝
１

ρ１（Δ狌）
２∫
犔
狔
／２

－犔
狔
／２

珓
ρ（狌１－珘狌）（珘狌－狌２）ｄ狔

（１８）

式中ρ１ 为上层流体密度，珓ρ、珘狌分别为时均密度、时

图２　不同网格下动量厚度沿流向变化

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｍｅｎｔｕｍｔｈｉｃｋｎｅｓｓｇｒｏｗｔｈａｌｏｎｇｔｈｅｆｌｏｗ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｓｈｅｓ

均速度。分析不同网格的计算结果可知，混合层

动量厚度总体变化相差较小，满足了网格无关性

要求。因此在本文的验证和分析中采用６７５×

２００网格。

２３　流场自相似特性

图３为混合层不同流向位置的时均速度剖

面，其中纵坐标为横向位置犢 除以动量厚度δｍ

无量纲化，横坐标为当地速度狌减去下层流体速

度狌２ 后除以两层流体速度差Δ狌无量纲化。显

然采用ＩＰＤＧ方法计算的混合层流场在流向位置

大于３４０之后满足统计量分布的相似特性。与相

同入口条件下 Ｇｏｅｂｅｌ的实验结果以及 Ａｒｏｒａ

等［２７］的ＬＥＳ结果基本吻合，进一步验证了计算

的可靠性。

图３　不同流向位置的时均速度剖面图

Ｆｉｇ．３　Ｐｒｏｆｉｌｅｓｏｆｔｈｅｓｔｒｅａｍｗｉｓｅｔｉｍｅａｖｅｒａｇｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙ

２４　混合层的失稳和转捩过程

图４、图５分别为犕犪ｃ＝０．２时，不同时刻的

混合层涡量和密度等值线图。图中清晰地显示

９７２



航　空　动　力　学　报 第３６卷

了在基本模加亚谐模的小扰动作用下混合层的

失稳和转捩过程，可以划分为３个阶段
［２８］：①线

性发展阶段，混合层在初始阶段，由于 Ｋｅｌｖｉｎ

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ不稳定性，扰动以相当大的增长率发

展，随后在两层流体交界面卷起旋涡；②卷成涡

列阶段，非线性影响逐渐体现出来，混合层演变

成周期性涡列，这个二维过程在最快增长频率

振幅达到最大时视作结束；③旋涡的组对及合并

阶段，频率为０．５犽狕 的亚谐波开始出现并增长，由

于亚谐波的快速增长和旋涡之间的相互作用，相

图４　不同时刻的混合层涡量图

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍｉｘｉｎｇｌａｙｅｒｖｏｒｔｉｃｉｔｙａｔｖａｒｉｏｕｓｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｔｉｍｅｓ
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图５　不同时刻的混合层密度等值线图

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍｉｘｉｎｇｌａｙｅｒｄｅｎｓｉｔｙａｔｖａｒｉｏｕｓｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｔｉｍｅｓ

邻旋涡开始相互围绕旋转并最终合并成为一个旋

涡，合并成的大旋涡又继续两两组对、合并。

上述现象与相同对流马赫数下Ｌｉ等
［１０］应用

ＢＧＫ方法，以及Ｓｈｉ等
［１１］使用ＤＧ方法模拟的二

维超声速混合层发展过程一致，说明了ＩＰＤＧ方

法用于混合层计算的可靠性。

２５　自适应网格的应用

图６为有无自适应技术在相同计算条件下的

计算网格。其中自适应网格根据误差分布自动加

密两次，最小网格尺寸与无自适应的网格相同。

可以发现，加密区域与上下两层流体混合发展过

程中密度等值线分布一致，说明了本文采取的自

适应技术正确地捕捉到了流场细节。

图７分别为细网格及自适应网格涡量图。不

难发现，自适应网格流场细节保留较好，小尺度结

构清晰，涡列地卷起、合并过程明显。整体流场和

细网格结果基本一致，说明ｈ型自适应方法适用

于混合层流动之类的含有多尺度拟序结构的湍流

流场计算。

表３为不同网格尺度下，非线性迭代单步所

图６　有无自适应技术下的计算网格

Ｆｉｇ．６　Ｍｅｓｈｅｓｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔａｄａｐｔｉｖｉｔｙ
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图７　不同网格下涡量图

Ｆｉｇ．７　Ｖｏｒｔｉｃｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｖａｒｉｏｕｓｍｅｓｈｅｓ

表３　不同网格数量下，计算时间和耗费内存大小

犜犪犫犾犲３　犆狅犿狆狌狋犻狀犵狋犻犿犲犪狀犱犿犲犿狅狉狔犮狅狀狊狌犿狆狋犻狅狀狑犻狋犺

犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊犻狕犲狊狅犳犿犲狊犺

网格类型 单元数量 计算时间／ｓ 耗费内存／Ｍｂ

细网格 ５４３８９４ ２６．６ １２２８．８

粗网格 １７８２４ １．５ １４３

自适应网格 ５５７１３ ３．５ ３１０

用计算时间及并行ＣＰＵ平均耗费内存大小。可

以看出，计算中自适应网格数量远少于细网格，所

耗费内存和计算时间也远小于细网格，与粗网格

在同一数量级。说明在粗网格基础上，通过合适

的误差计算函数和网格标记函数，实现网格自动

地加密或粗化，能够有效地减小计算量，节省计算

时间，提高计算效率。

３　结　论

本文实现了基于内罚方法的间断伽辽金（ＩＰ

ＤＧ）数值模拟，并将该方法应用于二维空间发展

混合层的流场模拟中。通过与实验及ＬＥＳ计算

结果对比，以及对流场中混合层发展过程分析，得

出以下结论：

１）本文采用的ＩＰＤＧ方法得到的二维超声

速混合层计算结果与实验以及ＬＥＳ数据基本吻

合，并且捕捉到了层流到湍流的发展过程，证明了

方法精度和可靠性。

２）本文成功将ｈ型网格自适应技术与ＩＰＤＧ

方法相结合，既发挥了ＩＰＤＧ方法本身高精度优

势又极大地减少了计算量，为方法的推广奠定了

基础。
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