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摘　　　要：基于共轴对转封闭差动轮系的扭转动力学集中参数模型，求解了系统的固有频率和振型。理论

分析了频率对刚度和质量的参数灵敏度，及频率变化轨迹中的模态跃迁现象。分析结果表明：根据振动特征

可将系统振型分为扭转振动模式、行星轮振动模式和星轮振动模式，分别对应于系统的单根、犔（行星轮

数）－１和犖（星轮数）－１重根频率；行星轮的个数对重根频率数值无影响；刚度变化率为正时，固有频率变化

率为正，转动惯量变化率为正时，固有频率变化率为负；同种振动模式下的两条频率轨迹在接近时会发生模态

跃迁。通过实例计算验证了理论分析的正确性，为共轴对转封闭差动轮系的固有特性分析与优化设计提供了

依据。
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　　共轴式双旋翼直升机具有共轴对转的两副旋

翼可提供更大升力，采用推进桨提供前飞的推力

时，可实现高速飞行，具有单旋翼直升机不可比拟

的优点［１］。为实现共轴反向双输出，以俄罗斯的

卡系列为代表的双旋翼直升机主减速器主要采用

了封闭差动行星齿轮传动方式。

封闭差动行星轮系由于封闭结构的存在，扭

矩可以从多个路径传递到负载，比普通串联的行

星传动承载能力更强，结构更紧凑，广泛应用于在

工程机械、船舶设备以及航空工业等领域［２］。

Ｈｏｗｅ等
［３４］从结构设计、润滑、效率等方面

详细的研究了共轴对转输出齿轮箱，对轴、行星架

和内齿圈等关键零件进行了有限元分析，并进行

了润滑和效率试验。Ｋａｈｒａｍａｎ建立了直齿行星

齿轮［５］和复合行星轮系［６］的纯扭转模型，分析了

系统的固有频率和振型特征，指出当轴承刚度与

啮合刚度比值大于１０时，行星轮系的纯扭转模型

与平移扭转模型有较好的一致性。Ｌｉｎ等
［７８］建

立了行星轮系的扭转平移模型，计算了行星轮系

的固有频率，分析了每种振动模式特性，并讨论了

模态跃迁准则。

王世宇［９］建立了行星齿轮传动的纯扭转模

型，分析了系统的固有特性，给出了不同振动模式

固有频率的解析表达式。罗玉涛等［１０］建立了两

级行星齿轮系统的纯扭动力学模型，分析了连接

部分的耦合刚度对系统振动特性的影响。鲍和云

等［１１］采用矩阵摄动法求解了刚度参数变化对固

有频率的灵敏度，并与求导法求解结果对比验证

了摄动法的正确性。林何等［１２］建立斜齿行星传

动系统的非线性动力学模型，研究了斜齿行星齿

轮系统的典型振动模式。夏炀志强等［１３］建立了

大速比行星齿轮传动的多自由度扭转动力学模

型，分析了固有特性及共振转速与固有频率的

关系。

本文以共轴式双旋翼直升机广泛采用的封闭

差动齿轮传动系统为对象，建立了扭转动力学模

型，研究了系统的固有频率及振型特征，理论分析

了参数灵敏度及频率变化曲线中的模态跃迁准

则。计算实例并得到了行星轮个数、啮合刚度、扭

转刚度和转动惯量对固有特性的影响规律，验证

了理论分析的正确性，研究结果为复合行星系统

的动态设计及优化提供理论参考。

１　共轴对转封闭差动轮系动力学模型

共轴对转封闭差动齿轮系统如图１所示，封

闭级由太阳轮Ｚｓ１、双联星轮Ｚｍ犻、Ｚｎ犻（犻＝１，２，…，

犔）和内齿圈Ｚｒ１组成；差动级由太阳轮Ｚｓ２行星轮

Ｚｐ犼（犼＝１，２，…，犖）和内齿圈Ｚｒ２组成。太阳轮

Ｚｓ１和Ｚｓ２、星轮Ｚｍ犻和Ｚｎ犻由花键连接，内齿圈Ｚｒ１和

Ｚｒ２为双联齿圈。输入功率分别由封闭级和差动

级传递到双联齿圈和行星架Ｃ２ 实现反向共轴双

输出，通过适当的参数设计，可满足齿圈和行星架

输出转速相等。定义系统输入扭矩为犜ｉｎ，负载扭

矩为犜ｃ和犜ｒ。

图１　共轴对转齿轮传动系统简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏａｘｉａｌｃｏｎｔｒａｒｏｔａｔｉｎｇ

ｇｅａｒｔｒａｉｎ

对共轴对转齿轮系统做如下简化：每个行星

排中的行星轮（星轮）尺寸、质量和转动惯量分别

相等，且布置均匀；各星轮轴的扭转刚度相同；不

计摩擦及误差。定义传动系统各构件扭转线位移

为广义坐标

狇＝ ［狌ｓ１，狌ｓ２，狌ｒ１，狌ｒ２，狌ｃ２，狌ｍ犻，狌ｎ犻，狌ｐ犼］
Ｔ （１）

　　建立共轴对转齿轮系统的扭转振动模型如图

２所示。其中犽ｓ、犽ｘ、犽ｒ 分别为太阳轮轴、星轮轴

８６７
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和双联齿圈的扭转刚度；犽ｓ１ｍ犻、犽ｒ１ｎ犻、犽ｓ２ｐ犼、犽ｒ２ｐ犼分别

为太阳轮Ｚｓ１和星轮Ｚｍ犻、内齿圈Ｚｒ１和星轮Ｚｎ犻、太

阳轮Ｚｓ２和行星轮Ｚｐ犼、内齿圈Ｚｒ２和行星轮Ｚｐ犼的

啮合刚度，阻尼符号犮类似。

图２　共轴对转齿轮系统的扭转动力学模型

Ｆｉｇ．２　Ｔｏｒｓｉｏｎａｌｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｆｏｒｔｈｅｃｏａｘｉａｌ

ｃｏｎｔｒａｒｏｔａｔｉｎｇｇｅａｒｔｒａｉｎ

２　共轴对转齿轮系统动力学微分方程

基于集中参数法［１４］，根据牛顿第二定律可得

到齿轮系统扭转动力学微分方程
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犽ｒ２ｐ犼δｒ２ｐ犼－

犽ｒ
狉ｂｒ２

狌ｒ１
狉ｂｒ１
－
狌ｒ２
狉（ ）
ｂｒ２
＝－

犜ｒ
狉ｂｒ２

（２ｄ）

犐ｃ２＋犖犐ｐ
狉２ｃ２

＋犖犿（ ）ｐ 狌̈ｃ２－犖

犼＝１
犽ｓ２ｐ犼δｓ２ｐ犼ｃｏｓαｓ２－


犖

犼＝１
犽ｒ２ｐ犼δｒ２ｐ犼ｃｏｓαｒ２ ＝－

犜ｃ
狉ｃ２

（２ｅ）

犐ｍ
狉２ｂｍ
狌̈ｍ犻－犽ｓ１ｍ犻δｓ１ｍ犻＋

犽ｘ
狉ｂｍ

狌ｍ犻
狉ｂｍ
－
狌ｎ犻
狉（ ）
ｂｎ
＝０（２ｆ）

犐ｎ
狉２ｂｎ
狌̈ｎ犻－

犽ｘ
狉ｂ狀

狌ｍ犻
狉ｂｍ
－
狌ｎ犻
狉（ ）
ｂｎ
＋犽ｒ１ｎ犻δｒ１ｎ犻 ＝０ （２ｇ）

犐ｐ
狉２ｂｐ
狌̈ｐ犼－犽ｓ２ｐ犼δｓ２ｐ犼＋犽ｒ２ｐ犼δｒ２ｐ犼 ＝０ （２ｈ）

式中，齿轮啮合副的相对位移定义为

δｓ１ｍ犻 ＝狌ｓ１－狌ｍ犻

δｒ１ｎ犻 ＝狌ｎ犻－狌ｒ１

δｓ２ｐ犼 ＝狌ｓ２－狌ｐ犼－狌ｃ２ｃｏｓαｓ２

δｒ２ｐ犼 ＝狌ｐ犼－狌ｒ２－狌ｃ２ｃｏｓα

烅

烄

烆 ｒ２

（２ｉ）

式中犐犽（犽＝ｓ１，ｓ２，ｒ１，ｒ２，ｃ２，ｍ，ｎ，ｐ）为构件的转

动惯量；狉ｂ犽为构件的基圆半径，狉ｃ２为行星轮轴心

到行星架中心的距离；犿ｐ 为行星轮质量；αｒ２、αｓ２

分别为差动级内、外啮合齿轮副的啮合角。

将方程（２ｉ）代入方程（２ａ）～式（２ｈ）整理可得

到系统微分方程的矩阵形式。

犕̈狇＋犓狇＝犙 （３）

式中犕、犓和犙 分别为广义质量矩阵、刚度矩阵

和外载荷列阵，均为５＋２犔＋犖 维。

３　系统固有特性分析

可通过求解系统动力学微分方程获得传动系

统的固有特性，方程（３）的特征值问题为
［１５］

（犓－λ狏犕）φ狏 ＝０ （４）

式中λ狏＝ω
２
狏，ω狏 为第狏阶固有频率，对应的正则

振型矢量为

φ狏 ＝ ［φ
狏
ｓ１，φ

狏
ｓ２，φ

狏
ｒ１，φ

狏
ｒ２，φ

狏
ｃ，φ

狏
ｍ犻，φ

狏
ｎ犻，φ

狏
ｐ犼］

Ｔ

　　以表１所示的共轴对转齿轮传动系统参数为

例，取星轮数目固定犔＝３，改变行星轮数目犖，由

式（４）求得系统的固有频率如表２。

表１　共轴对转齿轮传动系统参数

犜犪犫犾犲１　犆狅犪狓犻犪犾犮狅狀狋狉犪狉狅狋犪狋犻狀犵犵犲犪狉狋狉犪犻狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

参数 数值

转动惯量／（ｋｇ·ｍ
２）

犐ｓ１＝０．０４２３，犐ｍ＝０．０１１，犐ｎ＝０．０００７６，犐ｒ１＝１．１４７５，犐ｓ２＝０．０２２３，

犐ｐ＝０．００３７，犐ｒ２＝２．０５９，犐ｃ＝０．３４１３

基圆半径／ｍｍ 狉ｂｓ１＝７３．６５，狉ｂｍ＝６９．８，狉ｂｎ＝２９．６，狉ｂｒ１＝１７６，狉ｂｓ２＝７１．４２，狉ｂｐ＝４７，狉ｂｒ２＝１６５．４，狉ｃ＝１２６

质量／ｋｇ 犿ｐ＝２．１５６

啮合刚度／（Ｎ／ｍ） 犽ｓ１ｍ犻＝犽ｒ１ｎ犻＝犽ｓ２ｐ犼＝犽ｒ２ｐ犼＝４．８×１０
８

扭转刚度／（（Ｎ·ｍ）／ｒａｄ） 犽ｓ＝２．４×１０
６，犽ｘ＝８．６×１０

５，犽ｒ＝５．７×１０
８

啮合角／（°） αｒ２＝２０，αｓ２＝２０

９６７
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表２　不同行星轮数下系统固有频率

犜犪犫犾犲２　犖犪狋狌狉犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犳狅狉狏犪狉犻狅狌狊狀狌犿犫犲狉狊狅犳狆犾犪狀犲狋狊

重数
固有频率／Ｈｚ

犖＝３ 犖＝４ 犖＝５ 犖＝６

犿＝１

０ ０ ０ ０

５１１．４ ５０５．６ ４９９．４ ４９３．２

１２２９．５ １２４０．９ １２４１．７ １２３８．２

２５０７．８ ２６５７．５ ２７７０．１ ２８５６．８

３３２２．２ ３３２２．０ ３３２２．５ ３３２３．４

４４３６．６ ４４７６．２ ４４９６．９ ４５１３．６

４６５６．５ ４８９８．３ ５１５５．８ ５４１０．８

６７０４．４ ６７０４．４ ６７０４．４ ６７０４．４

犿＝

犔－１

２４１３．０ ２４１３．０ ２４１３．０ ２４１３．０

６６６８．１ ６６６８．１ ６６６８．１ ６６６８．１

犿＝

犖－１
３８２６．６ ３８２６．６ ３８２６．６ ３８２６．６

　　由表２可知，共轴对转齿轮传动系统的固有

频率按重根数不同可分为３组：单根频率、犔－１

和犖－１重根频率，分别对应系统的扭转振动模

式、星轮振动模式和行星轮振动模式，其中单根对

应的固有频率共有８阶，零频率代表系统的刚体

运动。增加行星轮的个数时，除第２阶频率外，其

余单根频率随行星轮个数增加呈现增大的趋势，

而犔－１重根和犖－１重根的固有频率数值与行

星轮个数无关。

按照固有频率及各构件的典型振动特征，共

轴对转齿轮传动系统有以下３种振动模式
［１６］：

１）扭转振动模式：对应的固有频率为单根，

系统各中心构件均以不同幅度做扭转振动，且星

轮和行星轮各自的振动幅值相同，即

φ
狏
ｍ犻 ＝φ

狏
ｍ１

φ
狏
ｎ犻 ＝φ

狏
ｎ１

φ
狏
ｐ犼 ＝φ

狏
ｐ

烅

烄

烆 １

（５）

　　２）星轮振动模式：对应的固有频率为犔－１

重根，除双联星轮外，其他构件不振动，振型中各

星轮的振动分量代数和为零。


犔

犻＝１φ
狏
ｍ犻 ＝０


犔

犻＝１φ
狏
ｎ犻 ＝

烅

烄

烆 ０

（６）

　　３）行星轮振动模式：对应的固有频率为犖－１

重根，除行星轮外，其他构件不振动，振型中各行

星轮的振动分量代数和为零。


犖

犼＝１φ
狏
ｐ犼 ＝０ （７）

式（７）代入式（４），可得

ω狏 ＝ （犽ｓ２ｐ犼＋犽ｒ２ｐ犼）犐ｐ／狉
２
ｂ槡 ｐ （８）

　　行星轮（星轮）个数犔＝犖＝３时，部分振型模

式如表３所示，对应的３种振动模态振型如图３，

图中的虚线为构件的初始位置，实线为振动之后

构件的位置。

表３　共轴对转传动系统的３种振动模式

犜犪犫犾犲３　犜犺狉犲犲狏犻犫狉犪狋犻狅狀犿狅犱犲狊狅犳犮狅犪狓犻犪犾犮狅狀狋狉犪狉狅狋犪狋犻狀犵

犵犲犪狉狋狉犪犻狀

振型

坐标

扭转振动模式

（５１１．４Ｈｚ）

星轮振动模式

（２４１３．０Ｈｚ）

行星轮振动模式

（３８２６．６Ｈｚ）

φｓ１ －０．０８３９ ０ ０

φｓ２ －０．１３６３ ０ ０

φｒ１ ０．０６１９ ０ ０

φｒ２ ０．０６１３ ０ ０

φｃ２ －０．１１９０ ０ ０

φｍ１ －０．０６１７ ０．０７９７ ０

φｍ２ －０．０６１７ ０．４１５９ ０

φｍ３ －０．０６１７ －０．４９５６ ０

φｎ１ ０．００２８ ０．０２６３ ０

φｎ２ ０．００２８ ０．１３７１ ０

φｎ３ ０．００２８ －０．１６３４ ０

φｐ１ －０．０３８２ ０ －０．３１８０

φｐ２ －０．０３８２ ０ －０．３１５６

φｐ３ －０．０３８２ ０ ０．６３３６

０７７
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图３　共轴对转齿轮系统模态振型图

Ｆｉｇ．３　Ｎａｔｕｒａｌｍｏｄｅｓｏｆｔｈｅｃｏａｘｉａｌｃｏｎｔｒａｒｏｔａｔｉｎｇ

ｇｅａｒｔｒａｉｎ

４　参数的灵敏度分析及模态跃迁现象

４１　参数的灵敏度计算

固有频率与特征值有下列关系［１５］

ω′狏 ＝λ′狏／（２ω狏） （９ａ）

ω″狏＝ （２λ狏λ″狏－λ′狏
２）／（４ω

３
狏） （９ｂ）

　　为简化推导过程，本文采用导数法先分析特

征值的灵敏性，再结合式（９）中固有频率与特征值

的关系，进行固有频率和振型受参数影响的灵敏

度分析。

若传动系统的结构参数为犪犼（可以是质量、

刚度矩阵中的某一元素），对式（４）求偏导后左乘

φ
Ｔ
狏，可得到特征值对参数犪犼的灵敏度公式

［１７］

λ狏

犪犼
＝φ

Ｔ
狏
犓

犪犼
－λ狏

犕

犪（ ）
犼
φ狏 （１０）

　　将特征向量对参数的导数表示为各阶特征向

量的和，利用正交条件有

φ狏

犪犼
＝

犾

犽＝１
α犽φ犽 （１１）

式中

犪犽 ＝

１
（λ犽－λ狏）

φ
Ｔ
犽
犓

犪犼
－λ狏

犕

犪（ ）
犼
φ狏 犽≠狏

－
１

２
φ
Ｔ
犽
犕

犪犼
φ狏 犽＝

烅

烄

烆
狏

（１２）

　　特征值对参数犪犼的二阶导数为
［８］

λ″狏＝φ
Ｔ
狏（犓″－λ狏犕″－２λ′狏犕′）φ狏＋


犾

犽＝１，犽≠狏

２［φ
Ｔ
狏（犓′－λ狏犕′）φ犽］

２

λ狏－λ犽
（１３）

４．１．１　固有频率对啮合刚度的灵敏度分析

由于质量阵犕 中不包含刚度元素，式（１０）可

写成

λ狏

犪犼
＝φ

Ｔ
狏
犓

犪犼
φ狏 （１４）

　　将式（４）和式（９）代入式（１４），考虑到同一行

星排的不同行星轮啮合刚度相同，则固有频率对

啮合刚度的灵敏度可表示为

ω狏

犽ｓ１ｍ
＝
１

２ω狏
犔

犻＝１
（δ
狏
ｓ１ｍ犻）

２

ω狏

犽ｒ１ｎ
＝
１

２ω狏
犔

犻＝１
（δ
狏
ｒ１ｎ犻）

２

ω狏

犽ｓ２ｐ
＝
１

２ω狏
犖

犼＝１
（δ
狏
ｓ２ｐ犻）

２

ω狏

犽ｒ２ｐ
＝
１

２ω狏
犖

犼＝１
（δ
狏
ｒ２ｐ犻）

烅

烄

烆

２

（１５）

式中δ
狏
ｓ１ｍ犻、δ

狏
ｒ１ｎ犻、δ

狏
ｓ２ｐ犼、δ

狏
ｒ２ｐ犼为狏阶模态振型下的啮合

副的相对位移。

由上式可知，判断固有频率对啮合刚度灵敏

度时，可以根据在该阶振型下啮合构件之间相对

位移判断，相对位移越大，则对此啮合刚度越敏

感，灵敏度越高［１８１９］。

４．１．２　固有频率对扭转刚度的灵敏度分析

同理，可得到固有频率对扭转刚度的灵敏度

ω狏

犽ｓ
＝
１

２ω狏

φ
狏
ｓ１

狉ｂｓ１
－
φ
狏
ｓ２

狉（ ）
ｂｓ２

２

ω狏

犽ｒ
＝
１

２ω狏

φ
狏
ｒ１

狉ｂｒ１
－
φ
２
ｒ２

狉犫狉
（ ）

２

２

ω狏

犽ｘ
＝
１

２ω狏
犔

犻＝１

φ
狏
ｍ犻

狉ｂｍ
－
φ
狏
ｎ犻

狉（ ）
ｂｎ

烅

烄

烆

２

（１６）

式中φ
狏
犽 为狏阶模态振型下构件犽的振型坐标。

可以根据频率对应的振型下弹性件两端的构

件相对转角来判断该阶固有频率对弹性件扭转刚

度灵敏度，相对转角越大，则对此扭转刚度越敏

感，灵敏度越高［１８１９］。

４．１．３　固有频率对转动惯量的灵敏度分析

由于刚度阵犓中不包含转动惯量元素，由式

（９）和式（１０）可得

ω狏

犐犽
＝－
ω狏
２
φ
Ｔ
狏
犕

犐犽
φ狏 （１７）

式（１７）表明，若转动惯量的变化率为正，则固有频

率的变化率为负［１７］。

将式（４）代入式（１７），得到固有频率对转动惯

量的灵敏度

ω狏

犐犽
＝

－
ω狏
２

φ
狏
犽

狉ｂ
（ ）

犽

２

　　　　犽＝ｓ１，ｓ２，ｒ１，ｒ２，ｃ２

－
ω狏
２

犔

犻＝１

φ
狏
犽犻

狉ｂ
（ ）

犽

２

　　　　　　犽＝犿，狀

－
ω狏
２
犖
φ
狏
ｃ２

狉（ ）
ｃ２

２

＋
犖

犼＝１

φ
狏
ｐ犼

狉ｂ
（ ）

ｐ

［ ］
２

　犽＝

烅

烄

烆
狆

（１８）

１７７
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４２　系统的模态能量

假定系统中各弹性件之间无耦合作用，则可

由扭转势能和啮合势能叠加得到传动系统第狏阶

模态势能

犝狏 ＝犝
狏
ｓ＋犝

狏
ｒ＋

犔

犻＝１
犝狏ｘ犻＋


犔

犻＝１
（犝狏ｓ１ｍ犻＋犝

狏
ｒ１ｎ犻）＋

犖

犼＝１
（犝狏ｓ２ｐ犼＋犝

狏
ｒ２ｐ犼）

（１９）

式中犝狏ｓ、犝
狏
ｒ 和犝

狏
ｘ犻分别为弹性件太阳轮轴、双联

齿圈和星轮轴的扭转势能，犝狏犺 为啮合势能，各项

具体可表示为

犝狏ｓ＝
１

２
犽ｓ
φ
狏
ｓ１

狉ｂｓ１
－
φ
狏
ｓ２

狉（ ）
ｂｓ２

２

犝狏ｒ ＝
１

２
犽ｒ
φ
狏
ｒ１

狉ｂｒ１
－
φ
狏
ｒ２

狉（ ）
ｂｒ２

２

犝狏ｘ犻 ＝
１

２
犽ｘ
φ
狏
ｍ犻

狉ｂｍ
－
φ
狏
ｎ犻

狉（ ）
ｂｎ

２

犝狏犺 ＝
１

２
犽犺（δ

狏
犺）
２（犺＝ｓ１ｍ犻，ｒ１ｎ犻，ｓ２ｐ犼，ｒ２ｐ犼

烅

烄

烆
）

由式（１６）和式（１９）可知

ω狏

犽犾
＝
１

ω狏
·犝狏
犽犾

（２０）

　　上式可知，固有频率ω狏 对系统某弹性件刚度

犽犾的灵敏度实质上反映了该阶模态的势能对该

刚度的敏感程度。

系统第狏阶模态动能可表示为各构件所具有

的第狏阶模态动能的和

犜狏 ＝
１

２
ω
２
狏φ

Τ
狏犕φ狏 ＝

１

２
ω
２
狏 犿犽（φ

狏
犽）（ ）２

（２１）

式中犿犽 为系统构件广义质量。由式（１８）、式

（２１）可得

ω狏

犐犽
＝－

１

ω狏
·犜狏
犐犽

（２２）

　　由上式可知，固有频率ω狏 对系统某一构件转

动惯量犐犽 的灵敏度实质上反映了该阶模态的动

能对该构件转动惯量的敏感程度。

４３　模态跃迁现象研究

设随系统参数犪犼 变化，特征值λ狏、λ狊 在点 Ｖ

处相互接近，对应的振型为（λ狏，φ狏）和（λ狊，φ狊），对

λ狏、λ狊进行泰勒级数展开
［１５］

珘λ狏 ＝λ狏＋ελ′狏＋
１

２
ε
２
λ″狏 （２３ａ）

珘λ狊 ＝λ狊＋ελ′狊＋
１

２
ε
２
λ″狊 （２３ｂ）

式中ε为小参数，若λ″狏＝λ″狊＝０，两条固有频率轨

迹会相交，若λ″狏，λ″狊≠０，则两条轨迹发生模态跃

迁，即两条固有频率变化曲线相互接近时在距离

很近的位置以很大的曲率迅速转向分开的现象，

λ″越大则模态跃迁现象越强烈。由式（１３）可知λ″狏

和λ″狊的大小主要取决于含１／（λ狏－λ狊）的项，定义

其为耦合因子χ来表征局部曲率和耦合强度，用

于估算模态跃迁强度［２０］。

１）当特征值λ狏、λ狊 均为单根时，耦合因子表

达式为

χ狏 ＝
２［φ

Ｔ
狏（犓′－λ狏犕′）φ狊］

２

λ狏－λ狊
（２４ａ）

χ狊 ＝
２［φ

Ｔ
狊（犓′－λ狊犕′）φ狏］

２

λ狊－λ狏
（２４ｂ）

　　２）当特征值λ狏 为单根，λ狊为犿 重根时，耦合

因子表达式为

χ狏 ＝
狊＋犿－１

犽＝狊

２［φ
Ｔ
狏（犓′－λ狏犕′）φ犽］

２

λ狏－λ狊
（２５ａ）

χ狇 ＝
２［φ

Ｔ
犻（犓′－λｓ犕′）φ狏］

２

λ狊－λ狏
，

犻＝狊，…，狊＋犿－１ （２５ｂ）

　　３）当特征值λ狏 和λ狊 分别为狀和犿 重根时，

耦合因子表达式为

χ狆 ＝
狊＋犿－１

犽＝狊

２［φ
Ｔ
狆（犓′－λ狏犕′）φ犽］

２

λ狏－λ狊

狆＝狏，…，狏＋狀－１ （２６ａ）

χ狇 ＝
狏＋狀－１

犽＝狏

２［φ
Ｔ
狇（犓′－λ狊犕′）φ犽］

２

λ狊－λ狏

狇＝狊，…，狊＋犿－１ （２６ｂ）

　　下面以啮合刚度犽ｓ１ｍ为变量参数进行模态跃

迁现象研究。

１）特征值λ狏、λ狊均为扭转振动模式频率

耦合因子χ表达式为

χ狏 ＝
２

（λ狏－λ狊）
犔

犻＝１
δ
狏
ｓ１ｍ犻δ

狊
ｓ１ｍ（ ）犻

２

＝－χ狊≠０

（２７）

　　可知，随参数犽ｓ１ｍ变化，扭转振动模式之间将

会发生模态跃迁现象。

２）特征值λ狏 为扭转振动模式频率

当λ狊为星轮振动模式频率时，耦合因子为

χ狏 ＝
２

λ狏－λ狊
狊＋犔－１

犽＝狊 
犔

犻＝１
（φ
狏
ｓ１－φ

狏
ｍ犻）φ

犽
ｍ［ ］犻

２

＝０

（２８ａ）

χ狇 ＝
２

λ狊－λ狏 
犔

犻＝１φ
狇
ｍ犻（φ

狏
ｓ１－φ

狏
ｍ犻［ ］）

２

＝０

（２８ｂ）

２７７
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　　同理，当λ狊为行星轮振动模式频率耦合因子

为χ狏＝χ狇＝０。可知，随参数犽ｓ１ｍ变化，扭转振动

模式频率与星轮和行星轮振动模式频率的轨迹会

相交。

３）特征值λ狏 属于星轮振动模式频率

当λ狊同属于星轮振动模式时（λ狏≠λ狊）

χ狆 ＝
２

λ狏－λ狊
狊＋犔－１

犽＝狊 
犔

犻＝１φ
狆
ｍ犻φ

犽
ｍ［ ］犻

２

≠０

（２９ａ）

χ狇 ＝
２

λ狊－λ狏
狏＋犔－１

犽＝狏 
犔

犻＝１φ
狇
ｍ犻φ

犽
ｍ［ ］犻

２

≠０

（２９ｂ）

　　当λ狊 属于行星轮振动模式时，显然有χ狏＝

χ狊＝０。因此，随参数犽ｓ１ｍ变化，星轮振动模式之

间发生模态跃迁，星轮振动模式与行星轮振动模

式的固有频率轨迹相交。

５　模型算例及结果分析

取传动系统的行星轮个数犔为３，星轮个数犖

为３，以表１中参数值进行实例计算与灵敏度和模

态跃迁分析，为便于分析不考虑频率为零的情况。

５１　固有频率对啮合刚度的灵敏度分析

为考查某阶频率对啮合刚度的灵敏度，可根

据该频率对应的振型数值由式（１５）得到，原始参

数下灵敏度计算结果如图４所示。

图４　固有频率对啮合刚度的灵敏度

Ｆｉｇ．４　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｏ

ｍｅｓｈｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

由图４可知，行星轮振动模式频率（ω７、ω８）与

啮合刚度犽ｓ１ｍ无关，对刚度犽ｓ２ｐ灵敏度高。低阶星

轮振动模式频率（ω３、ω４）与啮合刚度犽ｓ２ｐ无关，对

刚度犽ｓ１ｍ灵敏度高。扭转振动模式频率中频率ω６

对刚度犽ｓ１ｍ灵敏度最高，频率ω９、ω１０对刚度犽ｓ２ｐ灵

敏度高。计算得到的固有频率随啮合刚度犽ｓ１ｍ、

犽ｓ２ｐ的变化轨迹如图５、图６所示。

由图５可知，增大啮合刚度犽ｓ１ｍ对行星轮振

图５　啮合刚度犽ｓ１ｍ对固有频率的影响

Ｆｉｇ．５　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒｖａｒｙｉｎｇｍｅｓｈ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ犽ｓ１ｍ

图６　啮合刚度犽ｓ２ｐ对固有频率的影响

Ｆｉｇ．６　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒｖａｒｙｉｎｇｍｅｓｈ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ犽ｓ２ｐ

动模式频率无影响，但显著增大低阶星轮振动模

式频率，且不同程度增大各阶扭转振动模式频率，

在原参数（ε＝１）附近，对频率ω６ 影响最大。由图

６可知，增大啮合刚度犽ｓ２ｐ不改变星轮振动模式频

率，但显著增大行星轮振动模式频率，且在原参数

附近，刚度犽ｓ２ｐ对扭转振动频率ω９、ω１０影响较大。

上述变化轨迹规律与图４中的灵敏度结果一致。

随啮合刚度增加，对低阶频率影响减小，对高

阶频率的影响增大，且变化范围内频率轨迹出现

多次模态跃迁现象。

５２　固有频率对扭转刚度的灵敏度分析

为考查某阶频率对扭转刚度的灵敏度，可根

据该频率对应的振型数值由式（１６）得到，计算结

果如图７。

由图７可知，行星轮振动模型频率（ω７、ω８）与

扭转刚度无关。星轮振动模型频率只与扭转刚度

犽ｘ相关，且高阶频率对刚度犽ｘ敏感度更高。扭转

振动模式中固有频率ω２ 和ω１３分别对扭转刚度犽ｓ

和犽ｘ灵敏度最高。计算得到不同的扭转刚度下

系统的固有频率变化轨迹如图８、图９所示。

由图８可知，增大太阳轮轴的扭转刚度犽ｓ对

３７７



航　空　动　力　学　报 第３６卷

图７　固有频率对扭转刚度的灵敏度

Ｆｉｇ．７　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｏｔｏｒｓｉｏｎａｌ

ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

图８　太阳轮轴扭转刚度犽ｓ对固有频率的影响

Ｆｉｇ．８　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｓｕｎｇｅａｒｓｈａｆｔｔｏｒｓｉｏｎａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓ犽ｓ

ｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图９　星轮轴扭转刚度犽ｘ 对固有频率的影响

Ｆｉｇ．９　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｓｔａｒｇｅａｒｓｈａｆｔｔｏｒｓｉｏｎａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓ犽ｘ

ｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

星轮和行星轮振动模式频率无影响，但能显著增

加扭转振动模式频率ω２、ω５、ω６ 和ω１０。由图９，

增大扭转刚度犽ｘ对行星轮振动模式频率无影响，

但会显著增大使高阶扭转振动模式频率ω１３和高

阶星轮振动模式阶频率ω１１、ω１２。

５３　固有频率对转动惯量的灵敏度分析

为考查某阶频率对构件转动惯量的敏感度，

可根据该频率对应的振型数值由式（１８）得到，计

算结果如图１０。

由图１０可知，行星轮振动模式频率（ω７、ω８）

图１０　固有频率对转动惯量的灵敏度

Ｆｉｇ．１０　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｏｔｈｅ

ｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ

与犐ｓ１、犐ｍ 无关，低阶星轮振动模式频率（ω３、ω４）对

星轮转动惯量犐ｍ 灵敏度更高。扭转振动模式中

ω６、ω２ 对犐ｓ１、犐ｍ 灵敏度高。计算得到不同犐ｓ１、犐ｍ

时系统的固有频率变化轨迹如图１１、图１２。

图１１　太阳轮转动惯量犐ｓ１对固有频率的影响

Ｆｉｇ．１１　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａｏｆｓｕｎｇｅａｒ

犐ｓ１ｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图１２　星轮转动惯量犐ｍ 对固有频率的影响

Ｆｉｇ．１２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａｏｆｓｔａｒｇｅａｒ

犐ｍｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

由图１１可知，增加太阳轮的转动惯量犐ｓ１，对

行星轮和星轮振动模式频率无影响，但使扭转振

动模式频率ω２、ω６ 呈显著的下降趋势。

由图１２，增加犐ｍ 对行星轮振动模式频率无

影响，但使星轮振动模式频率ω３、ω４ 和扭转振动

模式频率ω２、ω６ 呈较大下降趋势。整个变化范围

４７７
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内，转动惯量对高阶频率影响减小，对低阶频率的

影响增大，且频率轨迹出现多次模态跃迁现象。

６　结　论

本文分析了共轴对转封闭差动齿轮系统的固

有特性以及频率对刚度和转动惯量的灵敏度，研

究了频率变化轨迹中的模态跃迁准则，并计算了

具体的齿轮系统实例。

１）共轴对转齿轮传动系统的固有频率按重

根数不同可分单根、犔－１重根和犖－１重根，分

别对应于系统的三种振型模式：扭转振动模式、星

轮振动模式和行星轮振动模式。

２）固有频率随啮合刚度和扭转刚度增加而

增大，随各构件转动惯量增大而减小，重根频率的

数值与行星轮个数无关。

３）某阶模态振型中两个构件之间相对位移

越大，则此阶频率对构件间的啮合刚度或扭转刚

度越敏感，参数灵敏度越高。

４）同种振动模式的两条固有频率轨迹在接

近时发生了模态跃迁，不同振动模式的固有频率

轨迹不存在模态跃迁。
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