
航空动力学报
Journal of Aerospace Power

第 36 卷 第 10 期
2021 年 10 月

Vol. 36 No. 10
Oct. 2021

基于Hankel阵的荧光油膜灰度与
厚度预测模型改进
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摘 要：针对荧光油膜灰度与厚度关系数据采集方法较为繁琐、耗时耗力这一问题，研究了基于 Hankel
阵的系统辨识算法,并在此基础提出了 Hankel阵误差修正模型和 Hankel阵高阶迭代误差修正模型等两种改进

方法，利用了极少数据量建立模型，实现了对其余未知荧光油膜厚度值的预测，且保持了较高的精度。试验结

果表明：基于极少数据量建模以预测该数据量外的数据点这一特殊背景下，插值法的外插能力显得并不适用。

而传统 Hankel阵预测模型的预测精度为 76. 69%，Hankel阵误差修正模型和 Hankel阵高阶迭代误差修正模型

的预测精度分别为 85. 69% 和 89. 25%，较之传统方法预测精度分别提高了 9% 和 12. 56%，为荧光油流技术

领域针对荧光油膜灰度与厚度建模问题提供了一种可行技术路线，具有一定的实际工程应用意义。
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Improved prediction model of gray and thickness of fluorescent oil
film based on Hankel matrix
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Abstract：In order to solve the problem of tedious and time‑consuming data collection meth‑
ods for the relationship between gray and thickness of fluorescent oil film， the system identifica‑
tion algorithm of Hankel matrix was studied，and two improved methods such as Hankel array er‑
ror correction model and Hankel array high order iterative error correction model were proposed
accordingly，which can achieve the prediction of the remaining unknown fluorescent oil film thick‑
ness values by using a very small amount of data to build the models. The prediction of the re‑
maining unknown fluorescent oil film thickness values was achieved with high accuracy. The test
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results showed that the interpolation capability of the interpolation method seemed not applicable
in the particular context of modelling a very small amount of data to predict data points outside
that amount of data，while the prediction accuracy of the traditional Hankel array prediction mod‑
el was 76. 69%； the Hankel array error correction model and the Hankel array high order itera‑
tive error correction model had a prediction accuracy of 85. 69% and 89. 25%， respectively，
9% and 12. 56% higher than those of the traditional method. This has provided a feasible techni‑
cal route for modelling the gray and thickness of fluorescent oil film in the field of fluorescent oil
flow technology with certain practical engineering application significance.

Key words：fluorescent oil film；gray；oil film thickness；Hankel matrix；
prediction model

表面摩擦阻力（简称为表面摩阻）为空气动力

学中最为重要的物理量之一，是航空器飞行时所

受总阻力的重要组成部分，其能很好地描述湍流

边界层的状态，是最难确定的物理量之一 [1]。降

低表面摩阻不仅能降低飞行器的油耗和提高飞行

器续航时长，对超声速飞行器还意味着其表面热

流降低，防热材质质量减少，有效载荷增加 [2]。经

现有研究表明，新型民航客机稳定运行时其表面

摩阻约占总阻力的一半，远超其他阻力因素而占

据主导地位；而对现中国研制的超声速飞行器，其

表面摩阻最大可占总阻力的 50%以上，严重影响

超声速飞行器运行的稳定性，也直接关系到飞行

器的使用寿命 [3‑6]。因此降低表面摩阻对改善飞行

器 性 能 、降 低 成 本 以 及 节 省 能 源 有 着 重 要 的

意义 [7]。

传统测量表面摩阻的方法多数存在一定缺陷

和局限性，如热膜法、Preston管法、Stanton管法、

摩擦天平法，以及激光多普勒法等。热膜法主要

原理是测量可电加热金属薄膜上的热量，通过建

立焦耳热转化率与流体间的数学模型，从而解算

得到表面摩阻 [8]，但该方法可能存在温漂现象导

致失真；Preston管、Stanton管对模具几何外形、

气流夹角等因素要求较高，且难以灵活运用 [9]；摩

擦天平法则将浮动元件装在位移传感器上，能直

接测量作用于浮动元件上的表面摩阻的合力 [10]，

但测量精度受环境因素、传统工艺制造因素、人为

因素的影响较大；激光多普勒法是利用粒子通过

具有条纹光线的黏性底层时散射而产生的多普勒

效应 [11]，但因黏性底层中的示踪粒子密度低导致

采样率低，在非定常测量中很难适用。

通过将硅油和荧光分子按特定比例混合配制

而成的荧光油膜，据其在紫外光照射下激发的显

色反应，可由荧光油膜图像灰度值表征油膜的厚

度值，进而解算得到表面摩阻分布。 1977年，

Tanner[12]利用油膜的激光干涉法来测量表面表面

摩阻，为油膜法测量表面摩阻奠定理论基础。其

后 Brown、Naughton[13]精确建立了在流体场中的

荧光油膜演化方程，形象地演示了油膜厚度随时

间的变化与其自身体积力、表面摩阻等因素的关

系，为基于荧光油膜的全局表面摩阻直接测量提

供可能性。2008年，Liu等 [14]提出通过荧光油膜的

灰度成像来表征油膜厚度这一新方法，并阐述了

荧光油膜灰度与厚度的线性关系，为后续荧光油

膜灰度与厚度研究提供坚实的基础。李鹏、明

晓 [15‑16]将荧光油膜灰度与厚度线性方程引入相对

表面剪切力模型，得出相对剪切力与成像平面灰

度分布间的映射模型，为进行全局剪切力直接测

量方法的研究和建立求解模型提供了有利支撑。

2012年李鹏 [16]提供了荧光油膜灰度与厚度数据采

集方法，其通过使用盖玻片和载玻片等高透光光

学玻璃构成斜面进行荧光油膜灰度、厚度标定数

据的采集，并初步验证了该线性关系的正确性。

但该采集方法步骤颇为繁琐、数学转换颇多、耗时

较长。2016年，黄湛等基于荧光油膜技术对全局

表面摩阻测量技术进行了深入研究 [17]，阐明了获

取高精度表面摩阻值的关键在于油膜厚度值的测

量与计算是否准确，并重复了李鹏的荧光油膜灰

度与厚度数据采集方法试验，验证了方法的有

效性。

基于上述研究，其一，目前国内外对利用荧光

油膜厚度解算表面摩阻的研究颇多，但针对荧光

油膜灰度与厚度关系的研究较少，且未对其进行

系统性建模；其二，荧光油膜灰度与厚度数据采集

方法较为复杂，且采集的数据量较少，而实际测量

表面摩阻中往往会用到更多采集数据以外的数

据。传统的插值法对采集数据进行内插时能满足
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精度要求，但针对采集数据以外的数据外插时，特

别是插值数据离采集数据甚远情况下，其精度往

往不能达到要求甚至出现错误数据 [18]。2014年，

Mu、Chen[19]建立用于系统识别的 Hankel阵，该矩

阵法的特点在于能够通过极少量数据建立预测模

型，实现对建模数据以外的大量数据预测并能达

到良好的精度，这是插值法所不具备的能力。基

于此，本文利用Hankel阵法对荧光油膜灰度与厚

度关系进行模型建立，实现通过灰度值对油膜厚

度值的预测，使模型更系统化。并在此研究基础

上，提出 Hankel阵误差修正预测模型、Hankel阵
高阶迭代误差修正预测模型等两种预测改进方

法，经试验结果分析表明，依托少量数据建模以实

现建模数据集以外的数据预测，Hankel阵模型、

Hankel阵误差修正模型以及 Hankel阵高阶迭代

误 差 修 正 模 型 的 预 测 精 度 分 别 为 76.69%、

85.69%和 89.25%。对比分析，通过 Hankel阵建

立预测模型，其预测精度较之插值法占据绝对的

优势；且改进的Hankel阵高阶迭代误差修正模型

预测精度较传统 Hankel阵模型提高了 12.56%，

具有强大的预测能力，也为荧光油膜灰度与厚度

建模问题提供一种可行的参考路线，有较大的实

际工程应用意义。

1 预测模型数学理论

1. 1 插值模型

针对插值法的选取问题，应用较为广泛的有

一元全区插值法、一元三点插值法、埃特金插值法

及连分式插值法 [20]等。在比较外插能力的情况且

令有 q个采集数据结点构成的区间，一元全区插

值法则仅取该区间某端的 q/2个结点作多项式插

值计算；一元三点插值法则取该区间某端的两个

结点作线性插值；埃特金插值法则取最靠近插值

点的 m (m≤ q )个结点作逐步线性插值计算；连

分式插值法是通过构造 q节连分式逐步递推计

算。结合本试验和算法外插能力的考虑，本次采

用一元全区插值和连分式插值算法作验证试验。

一元全区插值数学模型表示为

z= ∑
i

k+ ( )q- 1

yi ∏
j≠ i

k+ ( )q- 1

[ ( t- xj ) / ( xi- xj ) ] （1）

其中 t、xi及 yi分别为插值点、结点和结点函数值；

xj表示除 xi的其余结点；k、z分别为结点编号和计

算结果值；i、j为从属于 k的两个不同变量；该算法

使插值点 t满足下式：

xk<⋯< x
k+ ( )q

2 - 1
< t< x

k+ ( )q2
<⋯< xk+( q- 1)

（2）
通过 q- 1次拉格朗日插值多项式计算插值

点 t的结果值 z= f ( t )；而针对外插情况，则取区

间某端的 q/2个结点作多项式插值计算。

连分式插值算法 [21]则是令 q个结点为 x0 <
x1 <⋯< xq- 1，与 之 对 应 的 函 数 值 为 yi ( i=
0,1,⋯,q- 1)，则可以构造 q节连分式 ψ ( x )：

ψ ( x )= ψ 0 ( x0 )+
x- x0

ψ 1 ( x1 )+
x- x1

ψ 2 ( x2 )+ ψ 3 ( x3 )+⋯
（3）

其中常数项 ψ 0 ( x0 )及部分分母 ψ 1 ( x1 )、ψ 2 ( x2 )、⋯
可由下式计算：

ì

í

î

ïï
ïï

ψ 0 ( xj )= yj ( j= 0,1,⋯,q- 1)

ψi+ 1 ( xj )=
xj- xi

ψi ( xj )- ψ ( xi ) ( )i= 0,1,⋯,q- 1
j= i+ 1,⋯,q- 1

（4）
1. 2 Hankel阵预测模型

1. 2. 1 传统Hankel阵预测模型

令 传 统 Hankel 阵 预 测 模 型 的 z 域 传 递 函

数 [22‑23]如式（5）所示，[ b1,b2,⋯,bn ]为分子系数，

[ a1,a2,⋯,an ]为分母系数，n为系统阶数大小，则

G ( z-1 )= b1 z-1 +⋯+ bn z-n

1+ a1 z-1 +⋯+ an z-n
（5）

对式（5）进行幂级数展开

G ( z-1 )= w 1 z-1 + w 2 z-2 +⋯wn z-n=

∑
p= 1

n

w( )p z
-p （6）

式（6）中的 [ w 1,w 2,⋯,wn ]为展开得到的常数项

系数，即脉冲系数，将式（6）带入式（5）得式（7）
b1 z-1 +⋯+ bn z-n

1+ a1 z-1 +⋯+ an z-n
= ∑

p= 1

n

w( )p z
-p （7）

进一步展开并化简得式（8）

∑
p= 1

n

b( )p z
-p = (∑

p= 1

n

w( )p z
-p) (1+ ∑

p= 1

n

a( )p z
-p)（8）

对式（8）作乘积变换并对相同幂级项化简，即

∑
p= 1

n

b( )p z
-p = w 1 z-1 +⋯+

(wn+ ∑
i= 1

n- 1

an- iw i) z-n+⋯+
( )wn+ 1 + ∑

i= 1

n- 1

an- i+ 1wi z-n- 1 +⋯+
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( )w 2n+ ∑
i= n

2n- 1

a2n- iw i z-2n （9）

等号两边相同幂级项对应的系数相等，构造

出脉冲响应数据与传递函数分子系数 bn 与分母

系数 an的矩阵关系 [24‑28]，如式（10）所示：

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

b1
b2
⋮
bn

=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

1 0 ⋯ 0 0
a1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an- 1 an- 2 ⋯ a1 1

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

w 1

w 2

⋮
wn

（10）

将 式（10）等 式 右 边 的 幂 级 数 系 数 构 造 为

Hankel阵形式

H (w( )k )=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

w 1 w 2 ⋯ wn

w 2 w 3 ⋯ wn+ 1

⋮ ⋮ ⋮
wn wn+ 1 ⋯ w 2n- 1

（11）

则传递函数分母系数 an 的求解矩阵如式（12）
所示：

H (w( )k )

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

an
an- 1
⋮
a1

=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

-wn+ 1

-wn+ 2

⋮
-w 2n

（12）

综上所述，通过对脉冲响应数据进行 Hankel
阵的构造，求得传递函数的分子系数 bn与分母系

数 an，进而得到 z域传递函数预测模型。

1. 2. 2 Hankel阵误差修正预测模型

由于传统 Hankel阵预测模型无修正误差功

能，产生的误差将不断累积和放大，该误差由系统

本身产生，也可能包含四舍五入计算误差。针对

该问题本文提出一种改进方法，其算法流程如图

1所示。

由式（12）可得，分母系数 an与脉冲响应数据

有直接的关联，故对分母系数 an 作优化处理，即

对直接作用于分母系数 an 的脉冲响应数据进行

修正可得良好效果。具体理论推导如下，令 w ( n )

为用于模型建立的脉冲响应数据组，ŵ ( n )为模型

对w ( n )的预测结果数据组，则可得到式（13）
Δε( n ) = ŵ ( n ) - w ( n ) （13）

其中 Δε( n )为误差数据组，由此建立 Δε( n )的 z域传

递函数 G ( ε ) ( z-1 )，并根据 z域传递函数特性 [29]，该

传递函数可表达为脉冲模型：

G ( ε ) ( z-1 )= ∑
n= 1

∞

Δεn ⋅ δ ( g- n ⋅ ΔG ) （14）

式（14）中 Δεn为误差数据组 Δε( n )中的数据，g表示

某时刻的灰度值，ΔG 为间隔灰度值，δ ( g- n ⋅
ΔG )为脉冲函数，当满足 g= n ⋅ ΔG，即 δ ( g- n ⋅

ΔG )= 1成立。

分析式（10）、式（11）及式（12），考虑单个建

模数据 wn 直接影响分母系数 an，故作修正处理，

故对其误差修正得到修正脉冲数据 Γwn

Γwn= wn+ ∑
1

n

Δεn ⋅ δ ( g- n ⋅ ΔG ) （15）

基于此，将得到的修正脉冲数据 Γwn 更新至

原数列得到新数据组 Γw ( n )以建立误差修正预测模

型，即

Γw ( n ) = (w ( n ) - wn )+ Γwn （16）
1. 2. 3 Hankel阵高阶迭代误差修正预测模型

为进一步提升预测模型精度，本文提出一种

利用迭代方式建立高阶系统传递函数模型的改进

方法，即在Hankel阵均值误差修正模型的基础上

进行扩展。核心思想为把均值误差修正模型预测

得到的数据补充至原脉冲数据列中以扩大脉冲数

据量从而建立更高阶次的预测模型，且该补充的

预测数据是经误差修正过后的数据，降低了误差

的累积效果，能使后续预测结果步入正轨。用补

充后的新脉冲数据构造Hankel阵并建立模型，通

过迭代计算直到模型精度逐渐提高至收敛状态，

最 后 对 此 进 行 预 测 分 析 。 其 算 法 流 程 如 图 2
所示。

图 1 Hankel阵均值误差修正流程图

Fig.1 Flowchart of mean error correction for Hankel matrix
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其主要理论推导如下，令 w ( n )为所需建立模

型的脉冲响应数据组，则可得其构造的 Hankel
阵H (w )为

H (w ) =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

w 1 w 2 w 3 ⋯ wn
2 - 1

w 2 w 3 w 4 ⋯ wn
2 - 2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
wn

2 - 1
wn

2 - 2
wn

2 - 3
⋯ wn- 1

（17）
利用式（17）建立传递函数预测模型 G ( z-1 )，

并建立迭代公式，其中 ŵm表示传递函数预测模型

G ( z-1 )预测的数据，r为迭代次数。结合式（15）、

式（16）的修正模型，可得更新至原数列的新数据

组 Γw ( n )，如式（18）所示：

Γ ( r+ 1 )
w ( n ) =

{ }(w ( n ) - wn )+
é

ë
ê

ù

û
úwn+ ∑

1

n

Δεn ⋅ δ ( g- n ⋅ ΔG ) +

(∑
m= r

∞

ŵm )
( r )

= Γw( )n
+ (∑

m= r

∞

ŵm)
( r )

（18）

代入式（13）中的误差数据组 Δε( n )并设立收敛函

数如式（19）所示，当 E (w ) ≤ 0时收敛

E (w ) =
Δε( n+ r+ 1)

n+ r+ 1 -
Δε( n+ r )

n+ r
≤ 0 （19）

由此可求得最终收敛状态下的传递函数，即 Han‑
kel阵高阶迭代误差修正模型。

2 油膜灰度与厚度数据匹配

正确地提取和处理标定数据对试验结果有指

向性意义，荧光油膜灰度与厚度数据匹配处理主

要流程图如图 3所示。

本次试验所使用平台如图 4所示，使用了型

号为 Canon EOS 550D相机，其水平分辨率和垂

直分辨率为 72像素，位深度为 24‑bit（位），具有高

图 4 试验平台

Fig.4 Test platform

图 3 数据采集流程图

Fig.3 Flowchart of data acquisition

图 2 Hankel阵高阶迭代误差修正模型流程图

Fig.2 Flowchart of Hankel array higher order iterative
error correction model
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分辨率、采集速度快、操作简便等特点。试验用的

机器视觉紫光灯型号为 JZFZ‑220/18‑001，有效

功率为 18 W± 10%，具有发出紫外光较均匀的

特点。为得到试验用荧光油膜，将少量的高可见

UV粉末（UVHiVisOR）与黏度为 100 Pa ⋅ s的硅

油混合制备，所获得的荧光油膜在紫外光源的激

发下由于斯托克斯位移（Stokes shift）效应，会辐

射出一较长波段的荧光，且在紫外光源照度范围

内，荧光油膜受激发光强与紫外光源初始光强将

保持高度线型比例关系 [16]。试验过程中当荧光油

膜呈激发状态，为排除杂光如紫外光灯光源、环境

光等干扰，在相机的镜头处加装了一片 520 nm波

长的光学滤光片，以提高像素灰度值的精度。试

验过程中将一直保持相机、光源固定不变，以保证

试验的科学性、可靠性与准确性。

2. 1 油膜数据采集微小高度装置

荧光油膜灰度与厚度采集系统由高透光率的

光学载玻片放置表面平整的平台搭建而成 [16]，能

通过几何关系求解出连续且不同厚度值的荧光油

膜，该方法目前在国内外较为通用且具有良好的

普适性 [16‑17]。因荧光油膜灰度只与自身物质的量

浓度、紫外光功率及油膜厚度值有关，故可根据实

际试验情况更改微小高度装置的尺寸，对所提取

的荧光油膜灰度与厚度数据并无直接影响。且该

采集系统于极短时间内采集效果良好，适用于黏

度较高的荧光油膜。如图 5所示，该微小装置

满足

h= s ⋅ tan (arcsin H g

F ) （20）

其中 h、s为待测点的厚度与所在测量区域长度，

H g、F分别为载玻片高度和载玻片斜面有效长度。

通过该微小装置，可求得测量区域中任一点的厚

度信息。

本次使用的载玻片为国际标准载玻片，长为

76.20 mm，宽为 25.40 mm，高为 0.95 mm；具体操

作步骤如下：

1）将载玻片 2放置在平整光滑不透光的平

台上。因平台表面曲率、底面反射不均匀等都会

影响采集得到荧光油膜灰度值，故试验选择的平

台由高精度机械加工以确保平台的光滑性和平整

性，提高采集的荧光油膜灰度值可靠性；

2）在光滑平台上倒入适量荧光油膜，取载玻

片 1，一端接触平台，按压荧光油膜使另一端接触

载玻片 2，需尽量使荧光油膜充满载玻片 1与平台

空隙处；

3）开启紫外光灯，采集图像。

2. 2 油膜灰度与厚度数据匹配及提取

荧光油膜灰度与厚度数据的正确提取对算法

的验证有重大意义。由成像原理可知相机采集的

方式主要有两种：一种是像平面与被测平面平行

的特殊情况，即像素平面坐标系 ( x,y )与被测平

面空间坐标系 ( Xw,Yw )的像素比例尺 λ呈正比关

系；另一种为一般映射情况，即像平面与被测平面

非平行状，则需进行相机标定与位姿解算来完成

像素坐标系与空间坐标系间的转换。基于本次试

验目的主要在于验证 Hankel阵及其改进算法在

预测荧光油膜厚度值方面的应用价值和实用意

义，故仅考虑简易且采集效果佳的像平面与被测

平面平行（正投）的特殊情况 [16]。为提高采集图像

信噪比，本次试验对此作了以下措施：

1）缩短了荧光油膜与紫外光源距离；

2）提高了曝光时间。

世界坐标系的建立以及微小高度装置坐标信

息如图 6所示，令紫外光源于荧光油膜正上方并

处合适距离，使其均匀照亮模型表面的荧光油膜；

为排除相机畸变干扰，在数据采集流程图中（图

3），对相机进行了标定并获得相关畸变参数，以实

现图像的畸变校正，提高荧光油膜灰度与厚度对

应的真实性；为保证采集的灰度值精度，对像素值

采取均值处理措施，采集工况如图 7所示。

图 6 坐标系建立与位置信息（单位：cm）
Fig.6 Establishment of coordinate system and position

information（unit:cm）
图 5 微小高度装置给定示意图

Fig.5 Schematic diagram of micro‑height device given
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荧光油膜灰度图像和所需采集点区域图如图

8所示。因灰度值均值处理后存在小数，故对其

进行相应换算处理为整数，采集的荧光油膜灰度

与厚度数据如表 1~表 2所示，其中经换算，本次

试验的像素比例尺系数 λ为 38.712 89 μm/像素；

在采集过程中，本次荧光油膜厚度在 320 μm左右

亮度就达到了饱和状态，即亮度不再增长，故采集

的最大厚度 300 μm左右，且采集点顺序由右往

左，即以饱和灰度值点开始。以表 2中的少量数

据建立插值模型和 Hankel阵模型，对表 1中的测

试数据进行预测分析，验证算法的可行性。

3 荧光油膜预测模型验证

3. 1 插值模型验证

本次试验利用一元全区插值法和连分式插值

法进行了验证，其预测结果曲线图如图 9所示，可

直观看出一元全区插值法和连分式插值法在表 2
中的极少量数据建模情况下进行外插预测时并不

适用，其原因在于建模数据量太少而难以描述数

据的发展趋势，故在较远处曲线甚至偏离原始数

据曲线。综上所述，在众多一维插值法中，外插能

力稍好的一元全区插值法与连分式插值法同样比

较依赖大的数据量，在极少数据量的情况下显得

续表

序号

8

9

10

11

12

13

14

15

16

油膜灰度值/像素

48

44

40

36

32

28

24

20

16

油膜厚度值/μm

15. 486 73

12. 168 14

9. 402 654

7. 190 266

5. 530 973

4. 424 779

3. 871 681

2. 765 487

2. 212 389

表 2 荧光油膜灰度⁃厚度建模数据

Table 2 Fluorescence oil film gray⁃thickness
modeling data

序号

1*

2*

3*

4*

5*

6*

油膜灰度值/像素

100

96

92

88

84

80

油膜厚度值/μm

301. 991 2

235. 619 5

178. 097 3

142. 146 0

117. 256 6

96. 238 90

图 8 标定视场图

Fig.8 Calibrate the field of view

图 7 灰度值均值处理及采集分布

Fig.7 Gray value mean processing and
collection distribution

表 1 荧光油膜灰度⁃厚度测试数据

Table 1 Fluorescence oil film gray⁃thickness test data

序号

1

2

3

4

5

6

7

油膜灰度值/像素

76

72

68

64

60

56

52

油膜厚度值/μm

77. 986 73

64. 712 39

47. 566 37

38. 163 72

29. 827 26

24. 889 38

19. 911 50
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不适用。

3. 2 Hankel阵预测模型验证

3. 2. 1 传统Hankel阵预测模型验证

由表 2中的少量数据构造 Hankel阵，表 1数
据作为检验数据以检验预测模型精度。其传递函

数预测模型如式（21）所示，预测结果数据如表 3
所示，计算结果分析，该传统 Hankel阵模型的预

测误差为 23.31%，即预测精度为 76.69%。

G ( z )= 302z2 - 108.3z+ 52.84
z3 - 1.139z2 + 0.473 7- 0.168 7

（21）
3. 2. 2 Hankel阵误差修正预测模型验证

在传统 Hankel阵预测基础上，得到修正误差

Δε= 0.657 3，修正误差后的传递函数模型如式

（22）所示，预测结果数据如表 4所示，经分析计

算，该Hankel误差修正模型的预测误差为 14.31%，

即预测精度为 85.69%。

G ( z )= 302z2 - 94.09z+ 71.79
z3 - 1.092z2 + 0.499 8- 0.216 8

（22）
3. 2. 3 Hankel阵高阶迭代误差修正预测模型验证

在 Hankel阵误差修正模型的基础上，利用预

测得到的数据经误差修正后补充至原脉冲数列以

达扩大数据量的目的，本次试验迭代收敛至四阶

系统，其传递函数模型如式（23）所示，预测结果

数据如表 5所示，计算分析可知，该Hankel阵高阶

迭代误差修正模型的预测误差为 10.75%，即预测

精度为 89.25%。

表 3 传统Hankel阵预测模型预测数据

Table 3 Traditional Hankel matrix model predicts the
resulting data

序号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

油膜灰度

值/像素

76

72

68

64

60

56

52

48

44

40

36

32

28

24

20

16

油膜厚度/μm

试验值

77. 986 73

64. 712 39

47. 566 37

38. 163 72

29. 827 26

24. 889 38

19. 911 50

15. 486 73

12. 168 14

9. 402 654

7. 190 266

5. 530 973

4. 424 779

3. 871 681

2. 765 487

2. 212 389

预测值

76. 563 5

61. 237 6

49. 311 6

39. 828 3

32. 112 8

25. 843 7

20. 799 6

16. 753 3

13. 497 6

10. 872 1

8. 755 6

7. 051 3

536 793

4. 574 3

3. 684 2

2. 967 2

绝对误差

值/μm

1. 423 2

3. 474 8

1. 745 2

1. 664 6

2. 245 5

0. 954 3

0. 888 1

1. 266 6

1. 329 5

1. 469 4

1. 565 3

1. 520 3

1. 254 5

0. 702 6

0. 918 7

0. 754 8

图 9 插值法预测

Fig.9 Interpolation prediction

表 4 Hankel阵误差修正预测模型预测结果

Table 4 Hankel matrix error correction model predicts
the resulting data

序号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

油膜灰度

值/像素

76

72

68

64

60

56

52

48

44

40

36

32

28

24

20

16

油膜厚度/μm

试验值

77. 986 73

64. 712 39

47. 566 37

38. 163 72

29. 827 26

24. 889 38

19. 911 50

15. 486 73

12. 168 14

9. 402 654

7. 190 266

5. 530 973

4. 424 779

3. 871 681

2. 765 487

2. 212 389

预测值

77. 111 2

60. 580 3

48. 376 0

39. 165 0

31. 602 6

25. 350 7

20. 246 8

16. 235 7

13. 050 6

10. 498 1

8. 422 3

6. 753 8

5. 417 1

4. 350 8

3. 493 6

2. 804 5

绝对误差

值/μm

0. 875 5

4. 132 1

0. 809 6

1. 001 3

1. 735 3

0. 461 3

0. 335 3

0. 749 0

0. 882 5

1. 095 4

1. 232 0

1. 222 8

0. 992 3

0. 479 1

0. 728 1

0. 592 1
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G ( z )=
302z3 + 70.65z2 + 20.33z+ 73.57

z4 - 0.546 3z3 - 0.096 2z2 + 0.170 1- 0.207 2
（23）

3. 2. 4 结果对比分析

通过试验数据验证了在基于极少量数据背景

下，传统插值法的外插预测能力显得并不适用，其

插值预测结果呈发散状态，不能很好地描述数据

变化趋势。

对比分析表 3~表 5中的预测结果值和误差

值，可以得到经改进后的 Hankel阵误差修正模

型较传统 Hankel阵模型其预测精度提高了 9%；

而再改进的 Hankel阵高阶迭代误差修正模型，

较 Hankel阵误差修正模型其精度提高了 3.56%，

较传统 Hankel阵模型其精度提高了 12.56%。改

进的两种预测模型较传统方法在预测精度方面

有一定的提升，三种方法预测结果曲线如图 10
所示。

4 结 论

本文对荧光油膜灰度与厚度关系数据进行了

系统地采集。基于极少数据量这一情况，验证了

传统插值法的不适用性，且利用 Hankel阵建立荧

光油膜灰度与厚度预测模型，并在传统Hankel阵
预测模型的基础上进行了改进，最后通过科学的

试验进行了验证，可得以下结论：

1）荧光油膜灰度与厚度关系数据的采集步

骤较为繁琐、耗时耗力；故巧用一种建模方法，其

目的在于通过极少数据量来预测出其余想要得到

的数据，且保持较高的精度，这样在极大程度上避

免了数据采集的繁多操作，节省了大量的时间和

工具器材。

2）试验表明，基于极少数据量且针对预测该

极少数据量以外的数据这一特殊背景，传统的插

值法显得并不适用，其外插预测的曲线往往会发

生较大的偏离，预测较远处的数据点甚至会出现

表 5 Hankel阵高阶迭代误差修正预测模型预测结果

Table 5 Hankel matrix high order iteration error
correction model of predicts

the resulting data

序号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

油膜灰度

值/像素

76

72

68

64

60

56

52

48

44

40

36

32

28

24

20

16

油膜厚度/μm

试验值

77. 986 73

64. 712 39

47. 566 37

38. 163 72

29. 827 26

24. 889 38

19. 911 50

15. 486 73

12. 168 14

9. 402 654

7. 190 266

5. 530 973

4. 424 779

3. 871 681

2. 765 487

2. 212 389

预测值

78. 179 3

63. 192 3

51. 204 1

41. 576 2

33. 760 4

27. 396 6

22. 226 3

18. 033 4

14. 633 2

11. 874 4

9. 635 4

7. 818 5

6. 344 1

5. 147 9

4. 177 2

3. 389 5

绝对误差

值/μm

0. 192 6

1. 520 1

3. 637 7

3. 412 5

3. 893 1

2. 507 2

2. 314 8

2. 546 7

2. 465 1

2. 471 7

2. 445 1

2. 287 5

1. 919 3

1. 276 2

1. 411 7

1. 177 1

图 10 三种模型预测结果对比图

Fig.10 Comparison of the prediction results from the
three models
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错误的数据。

3）通过Hankel阵的形式建立预测模型，能很

好地满足由极少数据量建模以预测其他数据且保

持较高精度这一特殊背景，且经试验数据表明，传

统Hankel模型的预测精度能够达到 76.69%，基于

此的改进算法 Hankel阵误差修正模型和 Hankel
阵高阶迭代误差修正模型的预测精度分别为

85.69%和 89.25%，较传统 Hankel阵模型其精度

分别提高了 9%和 12.56%。在测量全局表面摩

阻中，荧光油膜的厚度测量极其重要，且厚度的测

量达到了微米级别，因此该改进算法的精度提升

在工程实际中具有较大的应用价值。

4）本文利用的 Hankel阵建立预测模型的方

法目前适用于四阶的荧光油膜灰度与厚度模型及

四阶以下的其他系统模型，而针对其他更高阶次

的模型则还需相应有关的试验验证。
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