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基于能量等效的直齿锥齿轮时变
啮合刚度计算
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（重庆理工大学 机械工程学院，重庆 400054）

摘 要：针对直齿圆锥齿轮啮合刚度的计算问题，从微元思想出发，将变截面齿廓划分为若干等截面微段

齿段，基于能量等效建立微段齿段啮合刚度计算模型，并利用积分方法获得单齿啮合刚度。此外，基于力平衡

和变形协调条件进一步提出了齿轮时变啮合刚度计算模型，同时根据几何关系导出了相应传动误差计算式。

利用有限元分析对解析计算模型进行了验证，并分析了误差来源。结果表明：利用该模型不仅能够将直齿锥齿

轮啮合刚度计算精度保证在 2%以内，还达到了快速求解的目的。
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Time⁃varying meshing stiffness calculation of straight bevel gears
based on energy equivalence
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Abstract：As one of the most important dynamic excitation sources of gear system， gear
time⁃varying meshing stiffness is a key parameter of gear system dynamics model. In view of the
problem of calculating the meshing stiffness of straight bevel gears，the variable section tooth pro⁃
file was divided into several micro⁃section tooth segments with equal section based on the idea of
micro ⁃element. The calculation model of meshing stiffness of micro ⁃section tooth segments was
established based on energy equivalent， and the single tooth meshing stiffness was obtained by
using integral method. In addition， based on force balance and deformation coordination condi⁃
tions，a computational model of gear time⁃varying meshing stiffness was proposed，and the cor⁃
responding formula of transmission error was derived according to geometric relations. The finite
element analysis was used to verify the calculation method and analyze the error source. The re⁃
sults showed that the calculation accuracy of meshing stiffness of straight bevel gears can be guar⁃
anteed within 2% by using this model，and the purpose of quick solution can be achieved.
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刚度激励是齿轮啮合过程中的主要激励形式

之一,也是影响齿轮传动系统稳定性、引起参数自

激振动的主要因素 [1⁃3]。而刚度激励是由齿轮传动

过程中随时间周期变化的啮合刚度即时变啮合刚

度所产生的 [4⁃5]，因此确定轮齿的啮合刚度一直都

是齿轮系统动力学研究的热点 [6⁃7]。

齿轮啮合刚度计算方面，国内外已有大量学

者进行研究，并取得了不少成果 [8]。在已发表的

文献中，齿轮啮合刚度的计算多采用材料力学法

和有限元法 [9⁃10]，其中对圆柱齿轮刚度研究较多，

圆柱齿轮的刚度计算基本得到解决 [11⁃13]，马辉等 [14]

考虑较为真实的过渡曲线，提出基于改进能量法

的直齿轮时变啮合刚度计算模型；Chen等 [15⁃17]基

于刚度与轮齿误差相互作用的思想，提出了更加

符合实际的直齿圆柱齿轮时变齿侧间隙啮合刚度

解析计算模型。对于锥齿轮而言，由于其齿面的

复杂性，要准确计算时变啮合刚度存在较大难度，

故可见的文献大多采用有限元法计算，如 Men⁃
nem[18]和Marambedu[19]使用有限单元法计算了轮

齿的接触柔度进而得到刚度矩阵；陈霞 [20]利用有

限元法计算了不同修形方法修形后的锥齿轮时变

啮合刚度；唐进元等基于有限元分析原理，给出了

使用有限元软件计算锥齿轮刚度的关键技术及前

处理方法 [12]。

在系统动力学中，齿轮啮合刚度是产生内部

激励的主要来源之一，啮合刚度求解的准确性会

影响整套传动系统的精密性，同时整个传动系统

是由各部件耦合，故分配到齿轮分析上的资源有

限。以有限元法为代表的数值计算方法，虽然计

算精度高，但计算耗时长，不利于快速迭代设计优

化。因此，本文试图探寻一种在保证直齿锥齿轮

啮合刚度求解精度前提下的快速计算方法。本文

基于能量等效原理，建立直齿锥齿轮单齿啮合刚

度计算模型；补充力平衡和变形协调条件，发展直

齿锥齿轮时变啮合刚度计算方法；最终与有限元

分析结果对比表明，本文提出的方法能够在保证

求解精度的情况下，实现直齿圆锥齿轮时变啮合

刚度的快速计算。

1 单齿啮合刚度计算模型

基于背锥可以展成平面，且与球面相切于分

度圆锥成直角的原理，锥齿轮大端与小端的齿顶

圆半径 rad、rax，分度圆半径 rd、rx，基圆半径 rbd、rbx，
齿根圆半径 rfd、rfx可表达为

rad = d a/ ( 2 cos δ )
rax=[ d a - 2B sin ( δ+ θ a ) / cos θ a ] / ( 2 cos δ )

rd = d/( 2 cos δ )
rx=( d- 2B sin δ ) / ( 2 cos δ )

rbd = d b/ ( 2 cos δ )
rbx=[ d b - 2B sin ( δ- θb ) / cos θb ] / ( 2 cos δ )

r fd = d f / ( 2 cos δ )
r fx=( d f - 2B sin ( δ- θ f ) / cos θ f ) / ( 2 cos δ )

（1）
式中 d、da、db、df分别是分度圆直径、齿顶圆直径、

基圆直径、齿根圆直径；δ、θa、θb、θf、B分别是分度

圆锥角、齿顶角、齿基角、齿根角、齿宽。

结合式（1）所求基圆半径，代入式（2）即可求

得直齿锥齿轮轮齿在背锥上展开的平面渐开线齿

廓，如图 1所示，其中 Σx=（Ox,xx,yx,zx）、Σd=（Od,
xd,yd,zd）分别是小端与大端齿廓坐标系。

x= rb cos θ+ πrbθ sin θ/180°
y= rb sin θ- πrbθ cos θ/180°

z= 0
（2）

直齿锥齿轮啮合时，齿廓沿整个齿面宽度同

时进入和脱离接触，轮齿沿齿宽方向为变截面齿

廓（如图 2所示）。变截面轮齿刚度的解析计算较

为困难，若采用当量齿轮齿形代替原有齿形进行

计算又会带来较大误差，因此本文将其轮齿沿背

锥方向划分为多段微小齿段进行分析。

如图 2所示，结合式（1），任意齿段大端与小

端的齿顶圆半径 r *ad、r *ax、分度圆半径 r *d、r *x、基圆半

径 r *bd、r *b x、齿根圆半径 r *fd、r *fx表达式为

r *ad =[ d a - 2( i- 1) db sin ( δ+ θ a ) / cos θ a ] /
( 2 cos δ )

r *ax=[ d a - 2idb sin ( δ+ θ a ) / cos θ a ] / ( 2 cos δ )
r *d =[ d- 2( i- 1) db sin δ ] / ( 2 cos δ )

r *x=( d- 2idb sin δ ) / ( 2 cos δ )
r *bd =[ d b - 2( i- 1) db sin ( δ- θb ) / cos θb ] /

( 2 cos δ )
r *b x=[ d b - 2idb sin ( δ- θb ) / cos θb ] / ( 2 cos δ )
r *fd =[ d f - 2( i- 1) db sin ( δ- θ f ) / cos θ f ] /

( 2 cos δ )
r *f x=[ d f - 2idb sin ( δ- θ f ) / cos θ f ] / ( 2 cos δ )

（3）
式中 i是齿段序号，当齿宽 db值足够微小，即可视

每微段齿段大小端渐开线是等值的。为兼顾计算

效率与计算精度，对直齿锥齿轮啮合过程做以下

假设：①忽略相邻微段齿段之间的弹性变形耦合

作用；②每微段齿段载荷沿接触线分配均匀；③每
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微段齿廓齿形可由背锥上的平面渐开线表征。有

效解决了接触线上载荷 F分布不均匀的问题，求

得每个瞬时参与啮合齿段的啮合刚度，通过累积

积分势能法，沿齿宽积分即可得到这一瞬时啮合

位置的总啮合刚度（如图 3所示）。

将微段齿段轮齿简化为如图 4所示的变截面

悬臂梁模型，图中 Fn为作用于齿廓曲面的法向接

触力，Fq与 Fd分别为切向力与轴向力。将单个微

段齿廓的形变能分解为赫兹接触应变能Uh、弯曲

应变能Ub、剪切应变能Us以及沿齿高方向的轴向

压缩应变能Ua。根据图 4所示的微段齿廓受力模

型，各应变能表达式可导出为

图 1 平面渐开线齿廓图

Fig.1 Plane involute tooth profile diagram

图 2 直齿锥齿轮切片示意图

Fig.2 Schematic diagram of straight bevel gear characteristic

图 3 轮齿受力分析简图

Fig.3 Force analysis diagram of gear teeth

图 4 等效轮齿变截面悬臂梁模型

Fig.4 Equivalent gear tooth variable section cantilever
beam model
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dU b =
F 2
n

2dK b
=

∫
0

xps [ F n ( xps - x ) cos α1 - F nhps sin α1 ]2

2Edb ( 2hx )3/12
dx

dU s =
F 2
n

2dK s
=∫

0

xps 1.2( F n cos α1 )2
2G2hxdb

dx

dU a =
F 2
n

2dK a
=∫

0

xps ( F n sin α1 )2
2E2hxdb

dx

dU h =
F 2
n

2dK h （4）
式中 α1是 F n 与齿厚方向的夹角，hps是 F n 作用点

xps处齿厚的一半，hx是变截面 x处齿厚的一半，dx
是截面微段长度，Kb、Ks、Ka、Kh分别是弯曲等效刚

度、剪切等效刚度、轴向压缩等效刚度以及赫兹等

效刚度，E和 G分别是材料的弹性模量和切变

模量。

根据图 4中的几何关系，xps、hps、x和 hx 可由

式（5）确定

xps = rb [ cos θk +( θk + θb ) sin θk ]- r f cos θF+
( rad - r fd ) / ( rax- r fx )×( i- 1)× db/B
hps = rb [ ( θk + θb ) cos θk - sin θk ]

x= rb [ cos θx+( θx+ θb ) sin θx ]- r f cos θF
hx= rb [ ( θx+ θb ) cos θx- sin θx ] （5）

式中 θk、θx、θb、θF分别是接触点、变截面齿廓点与

基圆相切点处、基圆处齿廓点、齿根圆处齿廓点与

齿厚中心线间的夹角。将式（5）代入式（4）并沿齿

宽方向积分并整理可得轮齿各等效刚度表达式

如下：

K b =∫
0

B

1 ì
í
î

ü
ý
þ

∫
0

xps 3 [ ( x ps - x ) cos α1 - hps sin α1 ]2

2Eh3x
dx db

K s =∫
0

B

1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∫

0

xps 1.2 cos 2α1
2Ghx

dx db

K a =∫
0

B

1
æ

è
çç ö

ø
÷÷∫

0

xps sin 2α1
2Ehx

dx db

K h =
πEB

4 ( 1- ν2 ) （6）
式中 ν为材料泊松比。

除齿形变形外，可进一步考虑齿轮轮体变形

所引起的齿轮等效啮合刚度 [21]。

轮体基本几何模型如图 5所示，当 dx与 dy足

够微小时，将锥齿轮轮体近似视为等值空心圆轴，

根据其几何关系，小端基体厚度 Lx、大端基体厚

度 Ld、小端基体轴孔半径 L hx、大端基体轴孔半径

L hd可导出如式（7）所示

Lx= tan [ 2arctan ( h f /R ) ]×( R- B )- h f ( R- B ) /R
L d = tan [ 2arctan ( h f /R ) ]× R- h f

L hx=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1- Lx+ h f ( R- B ) /R

( d/2- B sin δ ) / cos δ
×[ d ( R- B ) / ( 2R ) ]

L hd =
d
2 (1- L d + h f

d cos δ/2 ) （7）
式中 R、hf分别是外锥矩和齿根高，结合式（7）求

得每空心圆轴的外径D与内径 dk，通过式（8）求得

等效扭转刚度值 dKt，进一步沿截面积分可得到

整体轮体变形等效扭转刚度Kt。

dK t =
Gπ ( D 4 - d 4k )

32 （8）

综合上述轮齿各等效刚度，齿轮副单齿啮合

刚度Ke可表示为（下标 1、2表示主动轮与被动轮）

K e = 1
æ

è
çç 1
K b1
+ 1
K s1
+ 1
K a1
+ 1
K t1
+ 1
K b2
+

ö

ø
÷÷1

K s2
+ 1
K a2
+ 1
K t2
+ 1
K h （9）

图 5 齿轮轮体模型

Fig.5 Gear wheel body model
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2 时变啮合刚度计算模型

直齿锥齿轮在啮合过程中一般还存在多齿啮

合区。根据齿轮重合度，在单齿啮合刚度的基础

上，可进一步导出直齿锥齿轮的时变啮合刚度模

型。齿轮啮合过程中单齿啮合刚度变化情况如图

6所示，曲线 ACB表示一对齿轮副由啮入到啮出

时刚度的变化曲线，A为啮入点，B为啮出点，重

合度为 εa。由图 6可知，区间[0,εa-1]及[1,εa]为双

齿啮合区，[εa-1,1]为单齿啮合区。

根据直齿锥齿轮渐开线展成原理，直齿锥齿

轮重合度计算公式可表示为如式（10）所示

εa =
Z 1

360° sin δb1
( ψ 1 + ψ 2 - ψm1 - ψm2 )（10）

式中的 δb为基锥角，ψ、ψm分别为分锥上齿形、渐

开线齿形起测点的展开角 [22]。

单齿啮合区时变啮合刚度可由式（9）直接导

出。而在多齿啮合区时，齿轮副应满足以下两个

基本条件：①力平衡条件；②变形协调条件，亦即

单齿载荷所引起的变形转角应相等。根据变形协

调条件，假设在从动轮变形转角为 θ的情况下有

N对齿参与啮合，第 i对齿变形量 δi的表达式为

δi= Liθ cos αi （11）
式中 αi是啮合点处啮合力与齿厚方向的夹角，Li
是图 4所示啮合点距圆心 O1的距离，通过式（11）
求得每齿段轮齿的变形量，求和取其平均值即为

当前瞬时接触时刻轮齿变形量。通过变形量与单

齿啮合刚度值可得啮合力表达式为

Fi= Kiδi （12）
根据力平衡条件，全部啮合力与外力须相等，

即式（13）所示方程

F n =∑
i= 1

N

Fi=∑
i= 1

N

Ki δi （13）

根据啮合刚度定义，每单位齿宽齿面法向载

荷 F n和每个轮齿齿面法向变形量总和 δz的比值，

称为啮合刚度K，表达式为

K= F n
δz

（14）

假设第 j对啮合齿的变形量 δj比其他齿对大，

综合式（11）~式（14）可得多齿啮合刚度表达式为

K= F n
δz
=
∑
i= 1

N

Ki Li cos ( αi )

Lj cos ( αj )
（15）

如图 7所示，根据扭矩 T与圆周力 Ft、法向力

图 7 受力分析示意图

Fig.7 Schematic diagram of force analysis

图 6 啮合区域示意图

Fig.6 Schematic diagram of meshing area
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F n之间的等量关系，以及法向变形量与周向变形

转角的几何关系，由综合啮合刚度 K可进一步求

得受载时直齿锥齿轮传动误差 Et，如式（16）所示

F t = T/Rm

F n = F t / cos α
E t = 2arcsin { sin [ F n/ ( K× L p ) /2 ]× L p/Rm }

（16）

3 算例分析

本节对比上文所述时变啮合刚度模型与有限

元（FEM）分析结果的差异，完成模型的验证。进

行对比的直齿锥齿轮 4组参数如表 1所示。

3. 1 齿轮有限元前处理模型

考虑到实例中的齿轮副参数重合度大于 1且
小于 2，采用三对轮齿进行分析。有限元理论表

明应用高阶单元特别是高阶六面体单元进行接触

分析会导致计算难以收敛，因此，在本文中，综合

考虑计算效率及计算精度后，选用低阶六面体单

元划分实体部分网格 [23]。在接触区域附近，应力

变化十分剧烈，为保证计算精度，对参与接触齿面

部分单元边长大小设定为 0.2 mm,对其他部分单

元边长大小设定为 1~2 mm。齿轮基体两侧切面

和底面与转动中心建立铰接副（RP⁃1、RP⁃2），接

触面间通过接触单元进行耦合，接触行为为标准

接触。最终划分的网格模型如图 8所示。

材料属性的定义见表 1，摩擦因数设为 0.15。
小轮施加转动，大轮分别施加 10、30、50 N ⋅ m的

扭矩（T），运动学模型如图 9所示。分析过程不考

虑动力学效应。

3. 2 计算结果处理与分析

采用文献 [12]的后处理方法对结果进行分

析，并提取出单齿啮合刚度与综合啮合刚度曲线，

再根据下式得到传动误差曲线：

E t = θg - Z ⋅ θp （17）
式中 Z是齿轮的传动比，θg、θp分别代表主动齿轮

和被动齿轮的角位移。

针对表 1中 4组实例，由文中方法、有限元法

求解的单齿啮合刚度、综合啮合刚度和传动误差

曲线对比图如图 10~图 12所示，图中 T表示扭

矩。通过对比可知，两者整体上吻合良好，从图

10中可看出，在单齿啮合刚度曲线整个啮合过程

中，啮入、啮出区域刚度较小，而在中间部分对应

的啮合刚度较强。从图 11中可看出，单齿啮合刚

度小，双齿啮合刚度大，在低载荷低重合度情况

下，扭矩大小不一样，其刚度基本相同，不会随着

扭矩变化而变化，且综合啮合刚度曲线是在一定

范围内呈周期性交替变化的。从图 12中可看出，

表 1 齿轮参数

Table 1 Gear parameter

参数

主动轮齿数 z1

配对齿轮齿数 z2

法向齿形角 α/（°）

齿面宽 B/mm

齿顶高系数 h*a

齿隙系数 C*

变位系数 X

弹性模量 E/GPa

泊松比 ν

模数m/mm

2

17

19

20

8

1

0. 2

0

206

0. 3

4

19

34

20

23

1

0. 2

0

206

0. 3

4

20

25

20

20

1

0. 2

0

206

0. 3

2. 5

16

28

20

12

1

0. 2

0

206

0. 3

图 8 有限元模型

Fig.8 Finite element model

图 9 运动学模型

Fig.9 Kinematical model
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图 10 单齿啮合刚度对比图

Fig.10 Comparison diagram of single tooth meshing stiffness

图 11 综合啮合刚度对比图

Fig.11 Comprehensive meshing stiffness comparison diagram
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图 12 传动误差对比图

Fig.12 Transmission error comparison diagram

单齿区域的传动误差大，双齿区域的传动误差小，

且传动误差与扭矩几乎成正比关系，扭矩越大传

动误差越大，单齿和双齿传动误差变化越明显。

但依旧存在少量误差，造成该误差的主要原因有

以下几点：①本文的解析模型将本是球面渐开线

的轮齿用平面渐开线进行了近似，存在几何误差；

②本文未考虑微段齿段间的弹性变形作用；③承

载接触下的重合度计算是根据位移协调原则进行

的，本文提及的重合度计算是按照几何关系计算

的，因此存在一定的误差。

主要对比结果如表 2所示，刚度计量单位为

kN/mm，耗时计量单位为 h ⋅ min ⋅ s（小时·分钟·

表 2 啮合刚度计算误差、耗时对比

Table 2 Calculation error and time⁃consuming comparison of mesh stiffness

齿轮参数

m=2,z1=17,z2=19

m=4,z1=19,z2=34

m=4,z1=20,z2=25

m=2. 5,z1=16,z2=28

计算

方法

FEM
解析法

FEM
解析法

FEM
解析法

FEM
解析法

单齿啮合刚度

最大值/（kN/mm）
313
314. 6
835
846
758
770
448
453

相对误差/%

0. 51

1. 32

1. 58

1. 11

时变啮合刚度

平均值/（kN/mm）
505
497. 5
1 409
1 389. 4
1 288
1 266. 7
734
723. 6

相对误差/%

1. 48

1. 39

1. 65

1. 42

计算耗时/
( h ⋅ min ⋅ s )

4h0min36s
21. 084 s
6h27min3s
46. 262 s
5h51min49s
38. 847 s
4h45min21s
23. 329s
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秒）。从表 2可以看出，本文模型与有限元分析计

算结果误差低于 2%，从表 2还可以看出，在计算

精度接近的情况下，本文模型计算耗时远低于有

限元分析模型，因此可以认为在保证计算精度的

前提下，本文模型可达到快速导出直齿锥齿轮时

变啮合刚度的目的。

4 结 论

1）基于微元思想，将直齿锥齿轮轮齿进行切

片处理，并从能量等效思想出发，能够有效构建锥

齿锥齿轮单齿啮合刚度模型。

2）基于变形协调原理，补充力平衡与变形协

调方程，在直齿锥齿轮单齿啮合刚度的基础上能

够有效导出综合啮合刚度计算式。

3）文中提出的刚度解析模型在保证精度的

前提下，达到了直齿锥齿轮啮合刚度快速求解的

目的，在传动系统的耦合分析当中，有效地减少了

分配到齿轮分析上的资源。

对于当前大量使用的如直齿轮、斜齿轮、直齿

锥齿轮等修形齿轮的啮合刚度计算，均可运用本

文方法：基于微元思想，在能量等效的基础上，创

建合理的截平面与等量关系，然后构建悬臂梁模

型，采用累计积分势能法来计算其啮合刚度（此处

积分范围即为每一瞬时接触迹线的长度）；而对于

弧齿等齿轮而言，由于其齿形的特殊性，每一瞬时

接触线上的接触点构建的截平面，所得到的截面

齿廓则不适用于悬臂梁模型，或许采用边界元算

法或有限元算法更为合适。
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