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摘 要：考虑面齿轮实际齿面的加工误差客观存在的基础上，采用一种迭代方法建立测量坐标系，使得测

量坐标系尽量接近设计坐标系，并根据加工误差对测量坐标系与设计坐标系之间关系的数学模型进行约束，从

而实现精确求解。在此基础上，建立了实测点与理论测量点之间的数学模型，并由此补偿加工误差引起的相关

测量误差。最后进行实际测量实验，结果显示本方法的测量坐标系与设计坐标系之间的误差相比于传统方法

降低了 89%以上，最大测量偏差降低了 54%以上，测量结果更加真实可靠。
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Abstract：By considering the truth of the existence of machining errors of face gear，an iter‑
ative method was applied to make measurement coordinate system as close as possible to design
coordinate system. The optimization model of the relationship between measurement coordinate
system and design coordinat system was constrained according to the machining errors. This opti‑
mization model was accurately solved based on the above two steps. Furthermore， a mathemati‑
cal model between the theoretical measurement point and the practical measurement point was es‑
tablished to compensate the related measurement errors caused by machining errors. Finally， the
actual measurement experiment was carried out. The results showed that the error between the
measurement coordinate system and the design coordinate system of this method was reduced by
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more than 89% compared with the traditional method， the maximum measurement deviation
was reduced by more than 54%，presenting more real and reliable measurement results.

Key words：face gear；coordinate measuring machine；tooth profile error；
measurement coordinate system；compensating measurement error

面齿轮传动于 20世纪 90年代开始作为一种

传动分汇扭新型方案应用于直升机传动系统当

中，相应的面齿轮分汇扭传动主减速器较传统结

构质量下降了 40%，且具有动力分流效果好、振

动小、噪声低等显著优势 [1‑2]。面齿轮作为新型传

动系统中的关键部件，制造精度是影响其各项性

能的重要指标 [3]，在加工制造的过程中，准确的齿

形测量结果能有效地指导下一步的反调修正 [4‑5]，

从而提高加工精度。

在针对零件加工精度的测量时，首先需根据

零件设计模型规划测量路径，获取理论测量点在

设计坐标系下的坐标及法矢，并根据加工后的零

件建立测量坐标系，进行实际测量获取测量点在

测量坐标系下的坐标信息，最后采用数据处理算

法进行误差分析 [6‑8]。理想情况下，如果测量坐标

系与设计坐标系重合或误差很小，且测量设备及

软件、偶然因素等影响也很小，得出的测量结果能

非常准确地反应出加工误差。而实际测量过程中

与理想情况下的差别不容忽视，测量机床自身存

在的几何误差、测头类型及相应的数据补偿方式、

测量软件的误差评价方法都会对测量结果产生影

响 [9‑11]，除此之外，对测量精度要求很高且几何复

杂的齿轮类零件，在不考虑测量设备及软件、偶然

性等因素影响的情况下，主要还有以下两个方面

引起测量误差。

1）测量坐标系与设计坐标系之间的差异导

致的测量误差。

测量过程中需根据实际加工后的零件几何建

立测量坐标系，该过程中影响测量坐标系建立的

因素众多，使得测量坐标系难以与设计坐标系重

合 [12]，且测量之前无法获得衡量两者之间关系的

信息 [13]。在此基础上，实际测量前需根据设计模

型进行理论测量路径规划，相应测量点的坐标及

法矢信息是在设计坐标系下获得的，而测量时这

些信息则是在测量坐标系下使用，由于测量坐标

系与设计坐标系之间存在差异，故实际测量路径

与理论测量路径存在误差，从而影响测量结果。

2）加工误差引起的测量误差

由于加工误差存在，加工后的齿面相对于原

有设计模型是存在误差的，使得相应的实际测量

点与理论测量点存在偏差 [14]。另外，加工误差的

存在同时也影响测量坐标系的建立，进一步影响

测量结果。

为满足零件的高精度测量要求，目前已存在

较多针对上述两个因素的研究工作，Liu和 Fang
等 [15‑16]基于齿轮测量中心，考虑测量过程中加工误

差引起的渐开线斜齿轮角对中误差，提出了一种

有效的齿距和齿形的测量误差补偿方法。Shi
等 [17]提出了一种基于五轴铣床的螺旋锥齿轮在机

测量方法。Li等 [18]针对准双曲面齿轮齿面数据测

量的局限性，利用误差敏感性分析模型，通过三维

测量点重建，得到了描述实际齿面局部微几何特

征的真实齿面。Zhang等 [19]针对测量过程中的旋

转和加速运动引起的动态测量误差问题，利用加

速度计和陀螺仪对测量误差进行补偿；以上研究

的相关成果也用在了面齿轮的测量上 [20‑21]。

面齿轮的测量设备可以使用齿轮专用测量设

备和通用测量设备两类。对于面齿轮专用测量方

法，可以采用齿轮测量中心来实现 [22]，也可以在三

坐标测量机上结合专用的测量软件（如 QUIN‑
DOS）来实现，上述专用测量方法的测量精度高，

但需要配备专用设备或软件。如使用通用测量设

备，在三坐标测量机上采用通用测量软件（如 PC‑
DIMS）即可以进行 [23]，通用性强，但目前测量精度

一般难以保证，需要进一步研究合理的测量方法

并开发相关数据处理技术来提高测量精度。

为保证面齿轮三坐标测量方法的测量精度，

许多学者开展了相关研究。波音公司 Heath等 [24]

首先提出使用坐标测量仪（CMM）对面齿轮齿面

进行坐标测量，并将测量区域规划在工作齿面上。

北京工业大学的石照耀教授团队 [25]考虑了面齿轮

设计坐标系和测量坐标系之间的转换误差，研究

了测球半径对测量结果的影响规律。齿距偏差方

面，中南大学的唐进元教授团队 [26]提出面齿轮齿

距偏差曲面的相关概念，构建了基于三坐标测量

机获得面齿轮齿距偏差曲面的方法。重庆大学的

林超等 [27]对如何建立面齿轮的测量坐标系进行了

研究，提出了一种基于“三二一原理”的面齿轮测
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量坐标系建立方法。

现有的面齿轮测量方面的研究已取得一定成

果，但在某些情况下还存在一些局限性，尤其是对

以下两个方面的研究还有待深入。

1）面齿轮测量坐标系与设计坐标系之间关

系数学模型的精确求解。

根据坐标变换原理，测量坐标系与设计坐标

系之间的关系可以表示为包含 5个未知量的坐标

变换相关的数学模型，并可以进一步根据测量结

果来求解该数学模型 [25]。该求解过程为复杂的全

局优化问题求解，求解结果不但对初始值非常敏

感，而且存在多解，且很可能实际要找的解并非全

局最优解，故容易出现噪声解。面齿轮齿面复杂，

根据传统方法建立的测量坐标系与设计坐标系还

存在较大偏差，使得相应优化问题的初值不理想。

此外，目前也无相关研究来指导如何避免该优化

问题的噪声解。

2）测量坐标系与设计坐标系的差异及加工

误差对测量结果的影响相互耦合，目前还缺乏同

时考虑这两个因素对测量结果影响的研究工作。

针对上述两个问题，本文提出了相应解决方

案，主要思路包含下述 3点：

1）鉴于加工误差的客观存在，在建立测量坐

标系的过程中，综合考虑面齿轮的几何特点及其

相应加工误差，尽可能将测量坐标系接近设计坐

标系，从而为求解测量坐标系与设计坐标系之间

关系的数学模型提供良好的初值。

2）根据加工误差约束测量坐标系与设计坐

标系之间关系的数学模型，有效地缩小解集空间，

从而尽量避免噪声解。

3）在获得测量坐标系与设计坐标系之间关

系的基础上，进一步分析加工误差对测量结果的

影响，并由此补偿加工误差引起的测量误差。

1 测量路径规划

1. 1 面齿轮齿面方程及法矢

面齿轮齿面几何一般根据面齿轮的产形原理

进行设计，考虑面齿轮与小轮的啮合过程，将小轮

替换为一个少齿数的产形轮，面齿轮齿面则由该

产形轮齿面在啮合过程中包络形成 [1‑2]。以正交直

齿面齿轮为例，产形轮（或小轮）与面齿轮啮合的

相对位置关系如图 1所示，其中产形轮轴线与面

齿轮轴线相交于一点，且产形轮和面齿轮在啮合

过程中分别以角速度 ωs、ω2旋转角度 φs、φ2。根据

产形轮齿面方程和相应的啮合过程，可得面齿轮

齿面方程 [28]

r ( θ s,φ 2 )=[ x ( θ s,φ 2 ) y ( θ s,φ 2 ) z ( θ s,φ 2 ) ]T （1）
其中 θ s 为产形轮齿廓线的参变量。根据齿面方

程，对应齿面点法矢可表示为

n= ∂r ( θ s,φ 2 )
∂θ s

× ∂r ( θ s,φ 2 )
∂φ 2

（2）

1. 2 待测区域规划

在面齿轮齿形误差的评价过程中，应选取合

适的齿面区域进行测量。首先，为了避免测球在

齿顶边缘和齿根处发生干涉，测量齿面时在边界

处需要预留出一定的空间。其次，考虑面齿轮过

渡区域不直接参与啮合传动，为了更好地分析测

量结果，面齿轮齿形误差评价范围以工作齿面为

对象 [29]。在上述两点考虑的基础上，参照螺旋锥

齿轮的齿形误差测量方法 [30]，测量区域 ABCD规

划如图 2所示，齿宽方向各向内收缩 10%；齿顶向

下收缩 5%，过渡曲线向上收缩 5%；其中Wh为面

齿轮齿宽，Hv表示工作区域对应齿宽处的截面线

在面齿轮轴线上的投影。测量区域密度为 9×5
的网格点，即在齿宽方向取 9个网格点，齿高方向

上取 5个网格点。

图 2 面齿轮齿面网格示意图

Fig.2 Schematic diagram of face gear tooth surface mesh

图 1 面齿轮副空间啮合

Fig.1 Spatial meshing of face gear pair
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1. 3 测量点坐标求解

要实现对面齿轮测量路径的规划，还需求得

待测区域网格点的理论坐标。为此，构建面齿轮

齿槽中心平面 ZOR，如图 3所示，待测区域网格点

与平面 ZOR上的点存在一一对应的关系，以齿面

上某一待测网格点 P t为例，其绕面齿轮轴线 Z旋

转的轨迹与平面 ZOR的唯一交点为点 P，相应地

称该一一对应的关系为旋转投影关系。

对应地，面齿轮齿面在 ZOR上的旋转投影为

Σ，待测区域 ABCD在平面 ZOR上的旋转投影为

A'B'C'D'，曲线 Ct为过渡曲线在 ZOR上的旋转投

影。假设面齿轮内半径为 R i，外半径为 Ro，在图 3
所示的 ZOR坐标系内，投影区域 A'B'C'D'边缘点

A'、B'的 r坐标 rmin为
rmin = R i +( R o - R i )× 10% （3）

边缘点D'、C'的 r坐标 rmax为
rmax = R o -( R o - R i )× 10% （4）

在 OR轴的 [rmin，rmax]区间上规划 9个等距节

点 ri（i=1，2，…，9），使得

ri= rmax -
i- 1
8 ( rmax - rmin ) （5）

根据过渡曲线形成原理 [31]，结合齿面方程（式

（1）），过渡曲线上半径 ri处的点 r（θsmax,φi）满足

x2 ( θ smax,φi )+ y 2 ( θ smax,φi ) = ri （6）
其中 θsmax为产形轮齿顶对应的展角，是已知常数。

据此求解式（6）可得 φi，再将 θsmax、φi 代入式（1）,
可得过渡曲线在 ri处 Z坐标 zri为

zri= z ( θ smax,φi ) （7）
Ct为齿面过渡曲线绕 Z轴旋转投影得到，故

曲线 Ct上所有点在 ZOR平面上的 Z坐标与过渡

曲线上对应点的 Z坐标相等，令投影区域在 Ri处

的 Z坐标上下限 zriu、zril为

zriu = zA-( zA- zri )× 5% （8）
zril = zri+( zA- zri )× 5% （9）

式（8）、式（9）中 zA 为面齿轮齿顶在 ZOR坐

标系内的 Z坐标值，这样在投影区域 A'B'C'D'内，

每一个 ri对应着一对上下限 zriu、zril，如图 3所示。

相应的在区间 [ zriu,zril ]上规划 5个等距节点 zj

（j=1，2，…，5），使得

zj= zriu -
j- 1
4 ( zriu - zril ) （10）

结合式（5）和式（10），投影区域 A'B'C'D'内的

9×5个网格点坐标可表示为 P（ri，zj）。根据旋转

投影的原理，投影网格点 P与待测齿面网格点

P t ( θ s,φ 2 )之间存在对应关系如下：

ì
í
î

ïï

ïïïï

x2 ( θ s,φ 2 )+ y 2 ( θ sφ 2 ) = ri

z ( θ s,φ 2 )= zi
（11）

已知参数 ri和 zj，求解式（11）对应的参数 θs、
φ2，具体求解过程可以参考文献 [28]，再结合式

（2）可求得齿面网格点 P t 及其法矢 n t，故网格点

理论坐标及法矢可表示为关于参数 ri、zj的矢量函

数 Pt（ri，zj）和 nt（ri，zj）。

2 测量坐标系的建立

2. 1 测量坐标系建立策略

以面齿轮设计坐标系作为理想测量坐标系，

齿面网格中心点为设计坐标系的角向定位基准，

假设面齿轮设计坐标系 Sd如图 4所示，坐标原点

Od与上端面圆心重合，Zd轴与面齿轮轴线共线，

远离上端面的方向为正，Yd方向为网格中心点

Pt（r5，z3）与 Zd轴确定的平面的法矢，Xd根据笛卡

儿右手法则确定。

定义理想的测量坐标系之后，需进一步建立

测量坐标系与实际零件之间的关系，由于该坐标

图 3 待测区域投影平面

Fig.3 Projection plane of the area to be measured
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系通常与理想的测量坐标系有所差异，称之为实

际测量坐标系。一般地，可通过测量零件特征元

素上各个实际点的坐标，并进行相应的数学处理，

从而建立工件实际摆放位置与测量坐标系之间的

对应关系，即获得了实际测量坐标系。对于面齿

轮齿面来说，网格中心点 Pt（r5，z3）并不是突出的

特征元素，在确定测量坐标系角向定位基准的过

程中，很难准确地在实际齿面上触碰到该点，存在

一定程度的偶然性；选取的测量基准与设计基准

位置的差异将会导致测量坐标系与设计坐标系不

重合，影响测量结果的准确性。

为了减小制造误差及选取基准时的偶然性对

测量坐标系的影响，本文基于以下两点策略建立

测量坐标系，使得建立的实际测量坐标系尽可能

接近理想的测量坐标系（即设计坐标系）：

1）考虑面齿轮齿坯外圆和齿顶端面的公差，

确定测量坐标系的原点Om和 Zm轴；

2）基于迭代思想确定测量坐标系的 Xm轴。

2. 2 测量坐标系原点Om及 Zm轴确定

采用通用测量软件进行测量时，系统存在一

个初始坐标系O⁃XYZ，在该坐标系下逐次触测面

齿轮顶面区域的点，根据平面拟合的原理，当测量

点到达一定数目时，用最小二乘的方式将测点拟

合成一平面 F，并随着测点的增加逐次更新 F；当

F随着触点的增加，其所表现出来的平面度在图

纸规定的平面度公差范围内跳动时，提取 F的法

矢作为测量坐标系 Zm轴所在的方向，如图 5（a）所

示。平面 F在O‑XYZ坐标系下可表示为

z= zF （12）
Zm轴方向确定后，测针触测外圆同一高度上

的点，如图 5（b）所示。当测量点个数达到一定数

目时，采用最小二乘的方式将测点拟合为圆G，并

随着测点的增加逐次更新 G；当 G的圆度在公差

规定的范围内趋于稳定时，提取圆心坐标OG（xG，

yG，zG），此时将测量坐标系的原点 Om（xm，ym，zm）

定义为

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

xm = xG
ym = yG
zm = zF

（13）

2. 3 测量坐标系 Xm轴的确定

定义测量坐标系原点 Om和 Zm轴后，尚未确

定的 Xm轴、Ym轴方向仍为系统初始的 X、Y方向。

如图 6所示，在该坐标系下，将测针大致触测网格

中心点 Pt（r5，z3）附近区域，获得测点 P0的三坐标

测量值（xP0，yP0，zP0），根据式（14）、式（15）将其转

换成柱坐标形式（RP0，βP0，zP0）。

RP0 = x2P0 + y 2P0 （14）

图 4 面齿轮设计坐标系

Fig.4 Face gear design coordinate system

图 5 Om位置和 Zm方向确定

Fig.5 Define Om position and Zm direction

图 6 粗建测量坐标系

Fig.6 Roughly establish the measurement coordinate system

860



曾 彪等：基于通用三坐标测量机的面齿轮齿形误差测量第 4 期

βP0 = arctan ( )yP0
xP0

（15）

其中 RP0 为点 P0所在的半径位置，βP0 为点 P0的

极角。

获得 P0与初始 X轴之间的转角 βP0之后，将坐

标系 Om‑XYZm绕 Zm轴旋转 βP0 角，使得 XOmZm平

面经过 P0点，便于后文描述，将旋转之后的测量

坐标系定义为 S0，此时 S0的 X轴方向定义为 Xm
轴，Y轴的方向定义为Ym轴。对于面齿轮齿面来

说，点 Pt（r5，z3）并不是特征元素，测量时无法保证

测点 P0就是理论网格中心点 Pt（r5，z3），那么以 P0
为角向定位基准粗略建立的测量坐标系就会与设

计坐标系之间存在偶然性偏差。

为避免这一问题，使角向定位基准点较为准

确地落在面齿轮理论网格中心上，采用一种迭代

寻找齿面网格中心点确定测量坐标系 Xm方向的

方法。具体步骤如下：

1）根据建立的理想测量坐标系（如图 4所

示），求得理论网格中心点 Pt（r5，z3）的柱坐标（R，

O，Z），及该点的法矢量 nt（r5，z3）。

2）在坐标系 Sk（k初始值为 0）下沿理论法矢

nt（r5，z3）触测点 Pt（r5，z3），输出极坐标形式的测量

结果（Rk，βk，Zk）；

3）比较该点的测量半径 Rk与理论半径 R t；若

满足精度要求 |Rk-R t|≤ ε，输出坐标系 Sk作为后

续测量齿面的精确坐标系；若不满足精度要求

|Rk-R t|≤ε，则将坐标系 Sk绕 Zk轴旋转 βk角度，旋

转后的坐标系定义为 Sk+1，且令 k=k+1，跳转执

行步骤 2）。

相应的流程如图 7所示。

3 测量误差补偿

3. 1 测量坐标系误差补偿及齿面位置匹配

为了便于描述，本文将设计坐标系下 9×5的
理论点 Pt（ri，zj）及法矢 nt（ri，zj）简写为 Pij和Nij，对

应的测量数据为Qij；其中 i=1，…，9；j=1，…，5。
根据文中第 2节叙述的迭代方法，以|Rk-Rt|≤

ε为条件退出迭代过程，较为准确地寻找到了实

际齿面在半径 R处的点作为 Xm方向的定位基准，

从而降低了测量坐标系建立过程中的偶然性。此

时如果齿面完全理想，那么结束迭代时，在 Sk坐标

系下，网格中心点的角度值 βk应该非常接近 0；然
而在实际测量过程中发现，在齿面半径为 R，高度

为 Z处的点（实际齿面网格中心）由于制造误差的

存在，其角度测量值 βk与 0之间有一定差距。这

一现象表明，以该点为角向定位基准建立的测量

坐标系包含了该点的制造误差，从而体现在测量

值 βk上，因此在面齿轮测量坐标系平面和轴向定

位准确的情况下，可以认为测量坐标系与设计坐

标系之间存在绕 Zm的角度偏转，并且该角度接近

βk。如图 8（a）所示，其中 Sd为设计坐标系，Sk为最

终建立的测量坐标系。

为了减小测量坐标系与设计坐标系不重合带

来的测量误差，提取测量网格中心点 Q53柱坐标

（Rk，βk，Zk）中的角度坐标 βk，将理论网格 Pij与法向

量 Nij绕 Zk轴旋转 βk角度转换为新的理论网格 P ij
及法矢N 

ij，从而将理论数据和测量数据统一到同

一坐标系下，如图 8（b）所示。以旋转后的网格作

为评价齿形误差的新理论网格。P ij、N 
ij 可由式

（16）、式（17）求得

P ij=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úcos βk -sin βk 0
sin βk cos βk 0
0 0 1

⋅Pij （16）

N 
ij=

é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úcos βk -sin βk 0
sin βk cos βk 0
0 0 1

⋅Nij （17）

通过旋转理论网格的位置，补偿了由于测量

基准制造误差而引起的测量坐标系误差。对于整

个测量网格 Qij而言，所有点都是在有误差的测量

坐标系下测量的，虽然都在实际齿面上，然而这些

点由于测量坐标系偏差会与理论齿面测量区域之

间存在一定的扭转错位，如图 9所示。为提高测

量结果的可靠度，在利用测量点得出误差数据之

前，应将测量网格与理论网格进行位置匹配 [32]。
图 7 迭代建立测量坐标系

Fig.7 Iteratively establish the measurement coordinate system
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而该策略的基本要求是应避免测量数据失真，能

反映最真实的齿面误差。因此测量数据匹配的任

务可以表示为：给定参考点阵（理论齿面）P ij和待

匹配的测量点阵 Qij，假定两点阵已经非常接近，

求 Qij的一个变换 Q ij，使得 Q ij与 Qij最大程度地重

合。本文采用两点阵各点之间的法向距离平方和

作为评判重合度大小的依据。

假设待匹配的测量点阵 Qij与匹配后点阵 Q ij
的位置关系用 3个平移量 x、y、z以及绕 Z轴和 X
轴的两个旋转量 φ、θ来表示 [25]，变换后的测量数

据Q ij经位置匹配后的坐标由式（18）确定。

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúQ ij

1
= R x ( θ ) ⋅R z (φ ) ⋅T ( x,y,z ) ⋅ é

ë
êêêê

ù
û
úúúúQ ij

1
（18）

其中

T ( x,y,z )=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 x
0 1 0 y

0 0 1 z
0 0 0 1

（19）

R x ( θ )=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 -sin θ cos θ 0
0 0 0 1

（20）

R z (φ )=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úcos φ -sin φ 0 0
sin φ cos φ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

（21）

为此构造目标函数

min f=∑
i= 1

9

∑
j= 1

5

T 2
ij （22）

其中

Tij=[ Q ij- P ij ] ⋅N 
ij （23）

考察目标函数（式（22））中的 5个优化变量，

运用本文第 2节描述的方法建立测量坐标系的过

程中，保证了测量点阵与理论点阵之间的 3个偏

移量 x、y、z在一个接近 0的微小区间内，事实上针

对式（22）中 5个变量进行无约束优化模型求解

时，得到的结果在数学上虽为全局最优，但没有反

映齿面真实的情况，详细讨论见实验部分。

结合实际，为了不使测量点失真，对 3个偏移

量 x、y、z施加如下约束：

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

x1 < x< xu
y1 < y< uu
z1 < z< zu

（24）

式（24）中，偏移量 x、y的上下边界可由面齿

图 8 测量数据与理论数据之间的关系

Fig.8 Relationship between measured data and
theoretical data

图 9 曲面位置匹配

Fig.9 Surface position matching
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轮齿坯的同轴度公差确定，偏移量 z的上下边界

可由齿顶平面度公差确定。目标函数（式（22））
另外两个参数 φ、θ。的约束条件为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂f
∂θ = 0

∂f
∂φ = 0

（25）

利用优化算法求解满足条件的最优解 φ*、θ*、
x*、y*、z*，将其代入到式（18），获得位置匹配后的

测量点阵Q ij。
3. 2 实测点误差补偿

如图 10所示，使用三坐标测量机进行测量

时，给定的测量指令是测针沿 P 的法矢N 方向去

触测实际齿面，由于加工误差导致待测点附近的

曲率变化较大以及测球半径的影响，测球在沿理

论点法矢N 移动的过程中，往往未到达指定位置

Q 时就已经触测到Q ，这导致实际测量点Q 没有

在理论点 P 的法向上，此时测头显示的示值为 Q 
点相关的坐标信息，从而产生测量偏差 εm，使得测

量结果不能真实地反映齿面误差规律 [14]，继而影

响齿面后续的加工反调等工艺。

为尽可能地避免制造误差引起的测量偏差

εm，本研究将测量网格重构成 NURBS（non‑uni‑
form rational B‑splines）曲面，采用相关的优化算

法在该曲面上寻找 P 对应的理想的测量点 Q 的
坐标，具体步骤如下。

1）将 位 置 匹 配 后 的 测 量 点 阵 Q ij 拟 合 成

NURBS曲面 Rm（u，v），其中 u、v为齿宽和齿高两

个方向上的参数。每一个有序数对（i，j）对应一

组（ui，vj）。

2）对于理论齿面上的某一点 P ij，构造优化目

标如下：

[ P ij- Rm ( u,v ) ]× N 
ij→ 0 （26）

运 用 优 化 算 法 ，以（ui，vj）为 初 值 在 曲 面

Rm ( u,v )上搜索 Q ij 对应的参数（u *i，v*j），故点 Q ij
可表示成如下形式：

Q ij= Rm ( u*i,v*j ) （27）
3）将补偿后的测量点 Q ij与对应的理论点 P ij

比较获得齿面偏差

εij=( P ij- Q ij ) ⋅N 
ij （28）

4 测量实验

4. 1 实验设备及对象

实验采用装有 SP600M线性测头的海克斯康

STATUS575型的三坐标测量机（如图 11所示）

以及克林贝格 P65的齿轮测量中心（如图 12所
示）；结合通用测量软件 PC‑DIMS和专用测量软

图 11 海克斯康三坐标测量机测量面齿轮

Fig.11 Measuring face gear by Hexagon coordinate
measuring machine

图 12 克林贝格齿轮测量中心测量面齿轮

Fig.12 Measuring face gear by Klingelnberg gear
measuring center

图 10 测量误差示意图

Fig.10 Schematic diagram of measurement error
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件 QUINDOS对齿面进行测量。测量对象为 6级
精度（参照锥齿轮标准 GB11365‑2019）的直齿面

齿轮。

4. 2 实验方法及测量结果

为验证本文所提出方法的合理性，设计实验

步骤如下：

1）基于三坐标测量机结合通用测量软件

PC‑DMIS，分别采用常规方法 [33]和本文方法建立

测量坐标系对同一齿面进行测量，分别获得采用

常规方法建立的坐标系下的原始坐标数据和采用

本文方法建立的坐标系下的原始坐标数据，结果

如图 13所示。

2）将常规方法获得的原始坐标数据与理论

坐标数据对比获得法向偏差，结果如图 13（a）所

示；将本方法获得的原始坐标数据采用本文提出

的补偿方法，获得齿面偏差如图 13（c）所示。

3）针对本文第 3.1节中讨论的无约束优化模

型，本文做了 1组对比实验，即将本文方法中的位

置匹配参数约束条件（式（24））更改为实数范围，

其余保持不变，所得测量结果如图 13（b）所示。

4）最后，为了验证本文测量方法是否有效，

基于齿轮测量中心结合专用测量软件 QUIN‑
DOS对该齿面进行第 3次测量，获得结果如图 13
（d）所示，将该结果作为检验本文方法是否有效

的标准。

5）为了避免偶然性，本实验针对两组不同的

齿面进行了上述测量操作，所得齿面 2测量结果

如图 14所示。

图 13 齿面 1测量结果（单位：μm）
Fig.13 Tooth surface 1 measurement result（unit:μm）
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图 14 齿面 2测量结果（单位：μm）
Fig.14 Tooth surface 2 measurement result（unit:μm）

4. 3 实验结果分析

将基于三坐标测量机的不同测量方法获得的

3组齿面测量结果与齿轮测量中心获得的结果对

比，获得表 1、表 2所示的统计数据，包括：

1）三坐标测量结果与齿轮测量中心结果对

应点之间的最大测量偏差值。

2）三坐标测量结果与齿轮测量中心结果 9×
5个点的相对偏差平方和。

3）三坐标测量结果以及齿轮测量中心结果

的绝对误差平方和。

4）本文方法建立的测量坐标系与齿轮测量

中心测量坐标系之间的位置误差。

对应点之间的最大测量偏差是从单个点的层

面反映不同方法的测量结果之间的吻合性。据表

1、表 2可知，本文方法相比于常规方法和无约束

优化方法该项结果均为最小。从单个点的测量偏

差层面验证了本文提出的误差补偿方法能有效地

减小测量偏差。

相对偏差平方和反映的是不同方法的测量结

果之间的整体吻合程度。据表 1、表 2可知，本文

方法所得测量结果与齿轮测量中心结果之间的相

对偏差平方和小于无约束优化方法和常规方法，
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这表明就整体测量结果而言，本文提出的三坐标

测量方法获得的测量结果更接近真实齿面。

分析本文方法与常规方法所得到的误差曲面

的趋势发现，由于常规方法建立测量坐标系时难

以确定角向定位基准，建立的测量坐标系与设计

坐标系之间存在较大误差（3个位移误差 x*、y*、

z*），使得测量所得齿面（图 13（a）和图 14（a））呈现

出绕齿宽方向的扭转趋势较为明显；而本文基于

迭代思想建立测量坐标系，并采用合理的误差补

偿方法获得的齿面与真实齿面的趋势较为一致，

这一结果表明，测量坐标系建立得准确与否，会直

接影响测量结果的可靠性。

针对文中第 3.1节中讨论的无约束优化模型

对测量齿面与理论齿面进行位置匹配，根据表 1、
表 2数据，该补偿方法测量结果的绝对误差平方

和虽小于本文方法测量数据的绝对误差平方和，

但是其与齿轮测量中心所得的测量结果之间的相

对偏差平方和要大于本文方法与齿轮测量中心结

果之间的相对偏差平方和，从而验证了无约束优

化模型得到的解在数学上虽为最优（即齿面误差

数值上最小），但是不一定能反映齿面的真实

情况。

5 结 论

1）提出了一种考虑齿坯端面和外圆公差来

确定测量坐标系原点和 Z轴、以待测网格中心为

基准迭代确定 X轴的测量坐标系建立方法，相比

于常规的测量方法，该方法能有效地减小测量坐

标系的位置误差。

2）根据测量坐标系建立的原理，通过约束测

量坐标系与设计坐标系之间关系的数学模型来补

偿测量坐标系误差；利用实测点的位置信息，构造

优化模型，寻找与待测点相匹配的实际齿面点的

方式补偿加工误差带来的测量误差，获得的测量

结果更接近真实齿面。

参考文献：

[ 1 ] LEWICKI D G,HANDSCHUH R F,HEATH G F,et al.
Evaluation of carburized and ground face gears[J]. Journal of

表 1 三坐标测量机与齿轮测量中心测量结果的对比（齿面 1）
Table 1 Comparison of measurement results between the coordinate measuring machine and gear measuring center

（tooth surface 1）

数据统计项目

单个点最大测量偏差/μm

相对偏差平方和/10-5 μm2

绝对误差平方和/10-4 μm2

测量坐标系误差/（°）、（°）、mm、mm、mm
[φ*、θ*、x*、y*、z*]

数值

本文方法

3. 3

8. 9

6. 6

[0. 080，-0. 315，0. 025，
0. 024，0]

无约束优化

补偿方法

6. 6

18. 0

4. 7

常规方法

10. 6

140. 0

26. 0

[0. 072，-0. 338，0. 239，
0. 228，0. 147]

齿轮测量中心

0

0

6. 72

[0，0，0，0，0]

表 2 三坐标测量机与齿轮测量中心测量结果的对比（齿面 2）
Table 2 Comparison of measurement results between the coordinate measuring machine and gear measuring center

（tooth surface 2）

数据统计项目

单个点最大测量偏差/μm

相对偏差平方和/10-4 μm2

绝对误差平方和/10-4 μm2

测量坐标系误差/（°）、（°）、mm、mm、mm）
[φ*、θ*、x*、y*、z*]

数值

本文方法

4. 5

1. 7

6. 9

[0. 057，-0. 223，
-2. 37×10-4，2. 90×10-6，0]

无约束优化

补偿方法

6. 5

3. 3

6. 2

常规方法

9. 8

7. 3

16. 0

[-0. 087，-0. 107，
0. 147，0. 279，0. 157]

齿轮测量中心

0

0

6. 09

[0，0，0，0，0]
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