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基于贝叶斯方法与稳健理论的滚动轴承
摩擦力矩不确定度建立方法
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摘 要：基于贝叶斯方法与稳健化理论，提出一种未知分布时间序列不确定度的建立方法。该方法以中

位数估计与 Huber M估计融合方法分析时间序列数据的稳健性，构建贝叶斯先验分布，并与实验数据建立贝叶

斯后验分布，创建以贝叶斯后验分布建立时间序列数据的不确定度。在显著性水平为 0~0. 1，通过对滚动轴承

摩擦力矩分析，中位数估计与 Huber M估计相融合方法确定了滚动轴承摩擦力矩稳健数据的边界值、显著性水

平，构建了贝叶斯先验分布。以贝叶斯后验分布构建滚动轴承摩擦力矩不确定度。与经典统计学得到的不确

定度比较，在相同置信水平下，该方法缩短了评估区间，提高了评估精度 0~50%。该融合方法以稳健数据构建

先验分布，提供一种贝叶斯方法先验分布建立方法；采用中位数估计与 Huber M估计融合方法确定了数据显著

性水平和边界值的确定，减小置信水平与稳健数据边界值主观确定的误差；为未知分布时间序列的不确定度建

立提供了一种理论。
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Abstract：A method on basis of Bayesian theory and robust theory was proposed to solve
uncertainties of time series data on unknown distribution. The method combining with median and
Huber M estimate was used to analyze robust property of time series data and establish prior distri⁃
bution on Bayesian theory. Uncertainties were established by inferring from prior distribution and
distribution function on time series data. At the significance level 0—0. 1 range， for studies of
friction torque of rolling bearing， the method determined boundaries value and confidence level of
friction torque， and established prior distribution on Bayesian theory. Compared with classic sta⁃
tistics， the method distinctly increased evaluation accuracy 0—50% under the same confidence
level. Application significance of the method lied in taking robust data to establish prior distribution，
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and provide a establishment method of prior distribution on Bayesian theory；adopting the me⁃
dian and Huber M estimate method to determine confidence level and boundary value could re⁃
duce errors of subjective factors， and provide a theory to establish uncertainties on unknown
distribution.

Key words：Bayesian theory；robust theory；rolling bearings；friction torque；
uncertainties

滚动轴承摩擦力矩是反映机械传递效率和工

作精度的综合性指标 [1]，受加工误差 [2]、润滑 [3⁃5]、尺

寸 [6]等多种因素影响，属于概率与趋势规律未知

的乏信息系统，具有不确定性 [7⁃9]，常采用数据的不

确定度来表示。很多学者采用统计学方法 [10⁃17]和

非统计学方法 [18⁃30]对滚动轴承性能或者不确定性

进行了研究，但是这些方法需要知道数据分布类

型或者数据置信水平，未能很好地解决滚动轴承

摩擦力矩未知分布、置信水平的不确定性问题。

贝叶斯理论重视数据的挖掘，以先验分布弥

补数学模型的误差，有效地提高数据的评估质量，

但是其先验分布很难建立 [31⁃38]。稳健理论重视数

据的稳健性，可以可靠地、稳定地反映数据的本征

特征，并且不需要知道数据分布类型和置信水

平 [31]。基于此，本文将两种理论融合，以稳健数据

构建贝叶斯先验函数，与实验数据创建贝叶斯后

验函数，构建滚动轴承摩擦力矩的不确定度，预期

为未知分布、趋势项或者置信水平的不确定性研

究提供一种思路。

基于稳健理论，中位数估计与 Huber M估计

融合方法可以分析未知分布时间序列，确定稳健

数据的边界值及显著性水平，具体见图 1，并且能

够可靠地反映数据的本征特征，可以解决贝叶斯

函数的先验分布以及置信水平问题。因此，以中

位数估计与Huber M估计融合方法对滚动轴承摩

擦力矩实验数据进行处理，建立贝叶斯先验分布

与置信水平。

以滚动轴承摩擦力矩稳健数据建立先验分

布，与实验数据共同构建贝叶斯后验分布，可以反

映数据的先验信息及数据的特征，以贝叶斯后验

分布建立数据序列不确定度。

根据文献 [39]，滚动轴承摩擦力矩近似于正

态分布；文献 [40]中滚动轴承摩擦力矩稳健数据

近似于正态分布，可假设滚动轴承摩擦力矩服从

均值未知方差已知，且均值的先验分布为正态分

布的数学模型，以此弥补数学模型产生的误差，建

立滚动轴承摩擦力矩的不确定度。

1 数学模型

1. 1 基本定义

将连续的时间变量 t离散化，在设定时间间

隔下，按一个时刻一套轴承，采集到滚动轴承摩擦

力矩的数据序列向量：

X={x ( t ) }；t= 1,2,⋯ （1）
式中 x（t）为时刻 t的摩擦力矩数据。

从向量 X中抽第 i套轴承的摩擦力矩数据，

构成时刻 t的摩擦力矩向量

X i={xi( t ) }；t= 1,2,⋯；i= 1,2,⋯ （2）
假设 X i是来自正态分布总体 N（ξ,σ02）的 ξ一

图 1 Huber M估计、中位数估计与Huber M估计融合

方法分布

Fig.1 Disribution function of Huber M estimate method
and the median and Huber M
estimate fusion method
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个样本，每套轴承摩擦力矩数据的均值、方差为

- -- -----
xi( )i = 1

T∑t= 1
T

xi( )t （3）

σ 20 =
1

T- 1∑t= 1
T

[ ]xi( t )- - -- -----
xi( )t

2
（4）

1. 2 数学模型

ξ为滚动轴承摩擦力矩的均值，假设 ξ的先验

信息为正态分布 N（η, ν2），那么 ξ的先验密度函

数 [31]是

λ ( ξ )= 1
2π ν
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-∝< ξ<+∝ （5）
则 ξ的后验分布 [31]为
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其中

η1 =
B
A
=

- -- -----
xi( )t σ0 -2 + ην-2

σ0 -2 + ν-2
（7）

σ1 2 =
1
A
= σ0 2 ν2

σ0 2 + ν2
（8）

据此可知后验分布函数为正态分布 N（η1,
σ12）的密度函数，于是得到

P (|||||| ξ- η1
σ1

|

|

|
||
|≤ μα 2)= 1- α （9）

即

P (η1 - σ1 μα 2 ≤ ξ≤ η1 + σ1 μα 2)= 1- α （10）
故可得到 ξ的置信度为 1- α的贝叶斯置信

区间为 [η1 - σ1 μα 2 , η1 + σ1 μα 2 ]。
1. 3 贝叶斯先验函数的建立

η、ν的确定方法如下：先对实验数据进行稳健

处理，获取实验数据的稳健数据，并用来构建贝叶

斯先验函数。实验数据稳健处理的方法为中位数

估计与 Huber M估计融合方法，根据该方法可以

确定实验数据的显著性水平（用来确定置信水

平）、稳健数据边界值 [31]，具体如下：

将时间序列 Xi（t）取绝对值按照从小到大顺

序进行排列得到 Xi′（t），为了方便简写为 X′
中位数mX ′

mX ′=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x ′i( )T+ 1
2 , T为奇数

1
2
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúx ′i( )T2 + x ′i( )T

2 + 1 , T为偶数

（11）

计 算 新 数 据 列 的 平 均 值 x ′i(b) 和 x ′i(e) 是

X ′i ( t )中的两个数值，其中 x ′i(b)≤mX；mX ′≤ x ′i(e)；
从 x ′i(b)至 mX '的数据为 t1，从 mX ′至 x ′i(e)的数据

个数为 t2。
如 果 x ′i( t )≤ x ′i(b) 时 ，x ′i( )b 代 替 x ′i( )t ;

x ′i( t )≥x ′i( )e 时，x ′i( )e 代替 x ′i( )t 。得到新的数据

列
-
X 'i ( t )= X 'i ( t )其中 x ′i ( b )≤ x ′i( t )≤ x ′i(e)。

计算新的数据列的平均值为

-
X 'i ( )t = 1

T∑t= 1
T

x ′i( )t （12）

计算中位数和平均值的差值的绝对值为

Di= | mX-
-
X 'i ( )t | （13）

t1、t2根据具体情况可以相等，也可以不等，本

文采取相等，即 t1=t2，t1 = t2 = 1,2,⋯,T/2或者

T+ 1/2,T为偶数或者奇数。计算临界值 K1、K2

为临界值，根据得到一系列差值 Di，其中 Dmin为差

值 Di的最小值，其所对应的 x ′i( )b 、x ′i( )e 分别为对

应K1、K2，即

K 1 = x ′i(b) （14）
K 2 = x ′i(e) （15）

得到实验数据本征区间。这样 [K 1,K 2]确定，

t1、t2确定，并计算出显著性水平 α

α= t1 + t2
2 × 100% （16）

显著性水平 α= 0%~10%，得出分布函数为

ψi( t )=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

xi( )t K 1 ≤ x ′i( )t ≤ K 2

K 2 x ′i( )t > K 2

K 1 x ′i( )t < K 1

（17）

分布函数的平均值 η及方差 ν为经验值即

η=
- -- -----
ψi( )t （18）

ν= Vψi （19）
1. 4 滚动轴承摩擦力矩不确定度

不确定度为Mi、Ui、Pi，其中均值Mi表示摩擦

力矩的大小；均值区间 Ui表示滚动轴承的精度，

置信水平表示实验数据的可靠度。

Mi= η* = 1- α （20）

Ui= ( )η* - σ * μαi/2, η* + σ * μαi/2 （21）

Pi= (1- αi)× 100% （22）
为了分析上述方法不确定度的特点，采用经

典统计学确定实验数据不确定度，经典统计学不

确定度建立式（23）~式（25）。

CMi= Ai=
1
T∑t= 1

T

xi( )t （23）
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CPi= (1- α)× 100% （24）

CUi= σi= σ 2i （25）
为了对比两种方法不确定度的特点，将两种

方法置信水平取相同数值，即按照贝叶斯方法

确定。

2 实 验

随机抽出 10套航天轴承 HKTA测量摩擦力

矩数据，实验目的是测量轴承的摩擦力矩，研究滚

动轴承摩擦力矩不确定度。

2. 1 实验条件及测量原理

实验条件要求实验温度为 10~35 ℃，空气相

对湿度在 80%以下进行；环境干净，不应有尘屑、

杂质进入轴承；远离磁场、电场，避免外界因素干

扰测量结果。

根据 GB/T 32562⁃2016标准，滚动轴承摩擦

力 矩 使 用 专 用 测 量 仪 进 行 测 量 ，工 作 原 理

见图 2。

图 2是滚动轴承摩擦力矩的测量原理及仪

器，测量对象是滚动轴承 6的摩擦力矩，轴承 6用
心轴安装在定位支座 13上，心轴的上端通过加载

装置加载，心轴的下端与传感器 12（扭矩传感器）

接触。测试装置动力源是电动机 2，通过同步齿

形带带动驱动主轴 5转动。使测试轴承 6外圈旋

转，由于轴承摩擦力矩的作用，测试轴承 6内圈也

会旋转，传感器 12阻止测试轴承 6内圈旋转，当

扭矩传感器 12测试的阻力矩与被测试轴承 6摩
擦力矩动态平衡时，传感器测试的力矩即为被测

轴承 6的摩擦力矩 [41]。

2. 2 实验方案

在实验机转速为 2 r/min，轴向载荷为 15 N
条件下，用摩擦力矩专用测量仪测量HKTA滚动

轴承摩擦力矩，其参数见表 1。每套轴承进行连

续测量和间隔均匀采样，连续记录 2 048个离散

数据数值。

3 实验数据及数据分析

根据上述实验，每个 0.03 s采集一个数据，得

到 8套滚动轴承HKTA摩擦力矩数据，见图 3。
图 3为 1~10套 HKTA滚动轴承摩擦力矩，

从 图 中 可 以 看 出 滚 动 轴 承 力 矩 范 围 为 0~1.4
μN ⋅ m，有的轴承摩擦力矩变化较大，如第 3套轴

承摩擦力矩范围为 0~1.4 μN ⋅ m，有的轴承摩擦

力矩变化较小，如第 9套轴承摩擦力矩范围为

0.2~1.2 μN ⋅ m。

滚动轴承摩擦力矩的变化趋势也不相同，第

1、3套轴承有上升的趋势，第 5、9套轴承有下降的

趋势，其余轴承趋势不明显。有的轴承摩擦力矩

变化速度较快，如第 1~4套轴承，有的轴承变化

速度缓慢，如第 6、7、9套轴承，说明 HKTA滚动

轴承摩擦力矩具有复杂多样性、不确定性。为了

一步分析滚动轴承摩擦力矩的特点，根据 HKTA
滚动轴承摩擦力矩实验数据，按照统计学方法计

算每套轴承的中位数、平均值及标准差参数，具体

如下见图 4。
根据图 4滚动轴承摩擦力矩的性能参数中位

数、平均值、标准差的对比情况，可以看出滚动轴

承摩擦力矩的中位数范围是[0.152 320,0.656 530]，

图 2 滚动轴承摩擦力矩专用测试仪原理图 [41]

Fig.2 Principal of the special measurement of the friction
torque on rolling bearings

表 1 滚动轴承摩擦力矩专用测量仪主要技术参数 [41]

Table 1 Main technical parameters of the special
measurement of the friction torque on

rolling bearings[41]

项目

被测轴承内径范围/mm

力矩测量范围/( μN ⋅ m )

轴向载荷/N

主轴转速/（r/min）

示值误差/( μN ⋅ m )

示值稳定性/( μN ⋅ m/h )

气源压力/MPa

参数

8~30

0~50

0~20

0~5

-2. 5~2. 5

2. 5

0. 35~0. 44
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图 3 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩实验数据

Fig.3 Test data of the friction torque on 1-10 sets HKTA rolling bearings
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图 4 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩中位数、平均值

及标准差

Fig.4 Median,mean and standard deviation of the friction
torque on 1-10 sets HKTA rolling bearings

摩擦力矩平均值范围是 [0.159 440,0.639 096]，摩

擦力矩的方差范围是 [0.017 522 0,0.035 533 9]，

从变化趋势三者没有明显的规律，说明滚动轴承

摩擦力矩数据的大小、分布、变化趋势具有多样

性、复杂性，为了更好地分析滚动轴承摩擦力矩的

特点，利用数据中位数与 Huber M融合方法来获

取滚动轴承摩擦力矩的先验函数，在 0~0.1显著

性水平范围内，中位数与稳健数据均值之间的差

值D具体见图 5。
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图 5 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩D图

Fig.5 D charts of the friction torque on 1-10 sets HATA rolling bearings

根据滚动轴承摩擦力矩 D图，可以看出在显

著性水平在 0~0.1范围内，除第 2套轴承外，随着

显著性水平的增加 D值减小，说明摩擦力矩数据

中确实存在部分离散数据。在显著性水平为 0.1
时，D值最小，即有 10%的摩擦力矩数据为离散

数据。为此，将该部分离散数据进行稳健化处理，

得到摩擦力矩稳健化数据。分析稳健实验数据的

参数特点，结果见图 6。

根据图 4、图 6数据对比，发现稳健数据中的

中位数没有发生变化，而平均值及标准差比实验

数据的平均值及标准差小，说明数据稳健化处理

确实减小离散数据对总体数据的影响，增强了数

据的稳健性。

以稳健实验数据建立贝叶斯先验分布，根据

Dmin及式（16）~式（19）得到先验函数参数，结果

见表 2。
根据式（3）、式（4）、式（7）、式（8）、式（18）、式

（19）计算贝叶斯后验分布参数，结果见表 3。
根据贝叶斯后验函数及先验分布的显著性水

平以及式（20）、式（21）、式（22）得到不确定度，结

果如表 4。

表 3 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩后验分布参数

Table 3 Posterior distribution parameters of the friction
torque on 1-10 sets HKTA rolling bearings

No.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

η*/( μN ⋅ m )

0. 470 102

0. 465 615

0. 503 583

0. 604 370

0. 576 635

0. 145 081

0. 159 440

0. 296 702

0. 582 850

0. 639 096

σ*/( μN ⋅ m )

0. 014 375 7

0. 024 227 9

0. 011 828 2

0. 017 341 2

0. 009 789 17

0. 020 592

0. 013 793

0. 014 657

0. 008 550 83

0. 029 794 7

图 6 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩稳健数据中位

数、平均值及标准差

Fig.6 Median,mean and standard deviation of the robust
data of the friction torque on 1-10 sets

HAKA rolling bearings

表 2 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩先验分布参数

Table 2 Prior distribution parameters of the friction
torque on 1-10 sets HKTA rolling bearings

No.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

αi

0. 1

0

0. 1

0. 1

0. 1

0. 1

0. 1

0. 1

0. 1

0. 1

ηi/( μN ⋅ m )

0. 469 139

0. 468 772

0. 502 728

0. 602 863

0. 574 911

0. 145 081

0. 159 120

0. 294 858

0. 581 222

0. 636 710

νi/( μN ⋅ m )

0. 025 387 0

0. 024 227 9

0. 074 691 0

0. 032 147 0

0. 017 044 0

0. 020 592 0

0. 024 559 0

0. 024 243 0

0. 015 179 0

0. 029 794 7
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为了比较贝叶斯方法和经典统计学方法建立

不确定度特点，经典统计学置信水平及式（23）、

式（24）、式（25）建立经典统计学不确定度，结果

见表 5。
从表 4、表 5中可以看出在相同的置信水平

下，贝叶斯区间评估明显要短于经典统计学区间

评估，说明贝叶斯区间评估的误差小，使用稳健化

处理后的数据作为先验分布，结果可以提高数据

评估的精度。根据区间长度对比，贝叶斯区间长

度约为经典区间长度的 0~0.5，即评估精度提高

了 0~50%，不同轴承精度提高的程度有所不同。

4 讨 论

本文根据文献[39⁃40]建立滚动轴承摩擦力矩

为方差已知、均值未知、均值先验分布为正态分布

的贝叶斯数学模型，并推断出该数学模型下摩擦

力矩的后验函数服从正态分布，从原理说明该数

学模型是合理、可行的，用先验函数弥补数学模型

带来的误差。

将中位数估计和Huber M估计相结合的方法

对实验数据进行处理，两者不需要知道数据的分

布类型、置信水平，确定未知分布实验数据的稳健

问题，同时根据平均值与中位数的接近程度确定

了实验数据的显著性水平和 Huber M边界值问

题，根据图 4和图 6结果显示该方法可以提高实验

数据的稳健性，为未知分布数据置信水平的确定

以及Huber M边界值确定给出了依据。

从表 4、表 5结果可知，在相同置信水平下，贝

叶斯区间评估的精度明显高于经典统计学区间评

估的精度；同时与模糊理论方法确定的区间相比，

在相同置信水平下，该方法不确定度区间明显小

于模糊理论确定的区间 [42]，可以作为提高区间评

估精度的依据。根据式（7）、式（8）也可以说明该

数学模型的均值和方差小于等于经典统计学的结

果，说明稳健数据可以作为贝叶斯评估的经验函

数，并且缩短评估区间。

该方法的不足是需要知道数据分布的特点，

根据数据特点建立数据分布相应的数学模型。本

文只研究了一定范围显著性水平的数据特点，需

要进一步研究数据的显著性特点。

5 结 论

本文使用将中位数估计和Huber M估计融合

方法对滚动轴承摩擦力矩数据进行处理，构建贝

叶斯先验分布和置信水平；根据数据近似正态性

特征构建贝叶斯后验分布，以贝叶斯后验分布建

立滚动轴承摩擦力矩不确定度，其不确定度具有

准确的置信水平和较高的精度，为未知分布实验

数据不确定度建立提供一种方法。

表 4 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩贝叶斯方法的

不确定度

Table 4 Uncertainties of the Bayesian method of
the friction torque on 1-10 sets HKTA

rolling bearings

No.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

不确定度

Mi/( μN ⋅ m )

0. 470 102

0. 465 615

0. 503 583

0. 604 370

0. 576 634 9

0. 145 081

0. 159 440

0. 296 702

0. 582 850

0. 639 096

Pi/%

90

100

90

90

90

90

90

90

90

90

Ui/( μN ⋅ m )

[0. 470 079,0. 470 126]

[0. 344 718,0. 586 513]

[0. 463 000,0. 543 560]

[0. 545 740,0. 663 002]

[0. 543 537,0. 620 234]

[0. 128 558, 0. 164 669]

[0. 136 681,0. 182 199]

[0. 272 517, 0. 320 887]

[0. 553 940,0. 611 762]

[0. 490 420,0. 787 771]

表 5 1~10套HKTA滚动轴承摩擦力矩经典统计学

不确定度

Table 5 Uncertainties of the classic statistics of the
friction torque on 1-10 sets HKTA

rolling bearings

No.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

不确定度

CMi/( μN ⋅ m )

0. 470 103

0. 465 615

0. 503 584

0. 604 371

0. 576 636

0. 148 351

0. 159 440

0. 296 702

0. 582 851

0. 639 096

CPi/%

90

100

90

90

90

90

90

90

90

90

CUi/( μN ⋅ m )

[0. 421 497,0. 518 709]

[0. 344 718,0. 586 513]

[0. 463 000,0. 543 560]

[0. 545 740,0. 663 002]

[0. 543 537,0. 620 234]

[0. 109 821,0. 186 881]

[0. 113 922,0. 204 958]

[0. 248 333,0. 345 071]

[0. 553 940,0. 611 762]

[0. 490 420,0. 787 771]
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