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基于函数法的两级星型齿轮传动均载特性分析
杜进辅，毛    弘，张延超，毛    锦

（西安理工大学 机械与精密仪器工程学院，西安 710048）

摘　　　  要：    为获取定轴多分支功率分汇流齿轮传动的真实均载情况，提出一种基于函数法的静力学均载

特性分析方法，综合考虑系统构成功率流闭环的特点以及误差随机性的影响，系统地分析了两级定轴三分支

（星型）齿轮传动的均载特性，并定量分析了其误差敏感性，最后通过与现有算例的对比分析，对上述方法的

准确性进行了验证。研究结果表明：制造和安装误差随机性对系统载荷分配的影响不可忽略，尤以误差值随

机性为甚；函数法计算均载系数时可有效避免截断误差，又因计入了误差随机性的影响，故更接近真实情况。
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Analysis on load sharing characteristic of two-stage star gear
transmission based on function method
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（School of Mechanical and Precision Instrument Engineering，
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Abstract:   In order to obtain the actual load sharing performance of fixed-axis multi-branch power-
split  gear transmission, a method based on function method for static load sharing characteristic analysis
was proposed. Considering the power closed-loop and error randomness, the load sharing characteristics of
two-stage  fixed-axis  three-branch  (star)  gear  transmission  were  systematically  analyzed,  and  its  error
sensitivity  was  quantitatively  analyzed.  Finally,  the  above  method  was  verified  to  be  correct  compared
with the existing examples.  The results  showed that  the manufacturing and installation error randomness
on  the  system  load  distribution  cannot  be  ignored,  especially  the  randomness  of  error  values.  Function
method  can  effectively  avoid  truncation  error  when  calculating  the  load  sharing  coefficient,  which  was
closer to the actual situation when considering error randomness.
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定轴多分支功率分、汇流齿轮传动，也称星

型传动，具有功密比大、传动效率高等诸多优点，

在航空、船舶等工业中具有重要。与行星传动类

似，其上述优异性能能否得以实现很大程度上依

赖于各分支载荷是否均配，也即能否实现均载。

功率分、汇流齿轮传动系统的均载问题历来

备受关注，国内外学者围绕这一问题开展了大量

卓有成效的研究，对这类齿轮传动的高性能设计
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和制造具有重要指导作用。日高照晃等[1] 从静力

学角度系统研究了行星轮系中各构件误差对均载

系数的影响；Kahraman、Bodas等 [2-4] 对行星齿轮

传动装置进行了静态力学分析并通过实验进行了

验证；Krantz等[5-6] 研究分析了行星轮系等功率分

流齿轮传动系统的均载特性；国内学者对于行星

轮系的均载特性研究较多，肖铁英、陆俊华、周慧

琴和邵晓荣等[7-10] 围绕行星轮系的静力学均载机

理展开研究，为其他多分支功率分流传动系统的

均载特性分析奠定了理论基础；在此基础上，袁

擎宇等[11-12] 计算了星型齿轮传动系统的均载系数

并分析了各构件误差与均载系数的关系。但以上

工作未能考虑系统构成功率流动闭环的影响。杜

进辅、孙振宇等[13-15] 考虑了传动系统功率流动闭

环的特征，推导出行星轮系和两级三分支星型齿轮

传动系统的变形协调条件；董皓等[16] 和莫帅等[17-19]

基于变形协调计算了双路功率分流传动系统和星

型四分支传动系统的均载特性和分流特性，使得

均载系数计算结果更接近真实情况；李志宾等 [20]

基于变形协调方程研究了齿轮制造与安装误差对

同轴六分支分扭传动系统的均载特性影响；此外，

靳广虎等[21-22] 还研究了传动轴扭转刚度和齿轮支

撑刚度对系统均载特性的影响。王朝兵等[23] 和

范伶松等[24] 考虑了误差随机性对齿轮副振动特

性和行星齿轮系传动精度的影响，但上述研究均

未考虑误差随机性对系统均载特性的影响，另外，

在均载系数计算中由于对所选循环周期不明确，

可能出现截断误差，并且采用图形法进行误差敏

感性分析也难以定量。

为此，本文提出一种新的基于函数法的均载

特性分析方法，以某航空两级星型齿轮传动为研

究对象，考虑变形协调，用函数表达式直观表征

系统中各构件的误差与均载系数的关系，定量分

析系统均载系数的误差敏感性，并基于函数式建

立数学统计模型，分析误差随机性对系统均载系

数的影响，最后通过与已有算例的对比分析，验

证了本文方法的准确性。 

1    系统均载系数计算
 

1.1   等效计算模型

图 1所示是两级外啮合星型齿轮系统的传动

简图。输入功率经第 1级太阳轮 Zs1 分配到第 1
级各星轮 Zp1 上，又经第 2级各星轮 Zp2 汇集到第

2级太阳轮 Zs2 上并输出。

 

Zp1 (第1级星轮)

Zp2 (第2级星轮)

Zs2 (第2级太阳轮)

Zs1 (第1级太阳轮)

输入转速 ns2输入转速 ns1

图 1    两级外啮合星型齿轮系统传动简图

Fig. 1    Kinematic diagram of two-stage external meshing star

gear system
 

图 2是两级三分支星型齿轮系统的力学结构

模型，其中 Ks1 和 Ks2 分别表示两级太阳轮 s1和

s2的支撑刚度，Ks1p1 和 Kp2s2 分别表示第 1级太阳

轮 s1与星轮 p1k 之间的等效啮合刚度和第 2级

太阳轮 s2与星轮 p2k（k=1, 2, 3 ）之间的等效啮合

刚度。ni 为齿轮 i （i=s1,  p11,  p12,  p13,  p21,  p22,
p23, s2 ）的转速。
 
 

(b) 第2级传动

(a) 第1级传动
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图 2    两级外啮合星型齿轮系统等效计算模型

Fig. 2    Equivalent calculation model of two-stage external

meshing star gear system 
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1.2   啮合传动误差的分析

影响星型齿轮传动系统载荷分配的误差主要

包含两大类：一类源于各构件的制造、安装偏心；

一类源于各构件的浮动。

1） 由制造、安装偏心误差引起的累计啮合误

差用

E、β表示制造偏心误差的误差值和相位角，

A、γ表示安装偏心误差的误差值和相位角；“+”
表示顺时针旋转；下标 s1、s2、p1k、p2k、b分别代

表第 1级太阳轮、第 2级太阳轮、第 1级第 k 个

星轮、第 2级第 k 个星轮和轴承（k=1, 2, 3）；ωsi、

ωpi 分别代表第 i 级（i=1, 2）太阳轮和星轮的角速

度； αω1、 αω2 分 别 表 示 两 级 外 啮 合 的 啮 合 角 ；

φk=2π（k−1）/n 为各级第 k 个星轮相对于第 1个星

轮的位置角；θppk 为双联星轴同时啮合线误差，它

是指第 1级星轮开始进入啮合时，其工作面与第

2级星轮相应轮齿实际工作面相对于星轮中心的

角位移； t 为时间。各误差引起的第 k 分支（k=1,

2, 3）的当量啮合误差可以表示为

eEs1k = −Es1 sin（ωs1t+βs1+αω1−φk）

eAs1k = −As1 sin（γs1+αω1−φk）

eEp1k = Ep1k sin（−ωp1t+βp1i+αω1）

eAp1k = Ap1k sin（γp1i+αω1）

eEbs1k = −Ebs1 sin（ωs1t+αω1−φk）

eEbp1k = Ebp1k sin（−ωp1t+αω1）

eEs2k = Es2 sin（ωs2t+βs2−αω2−φk）

eAs2k = As2 sin（γs2−αω2−φk）

eEp2k = Ep2k sin（−ωp2t+βp2i−αn）

eAp2k = Ap2k sin（γp2i−αn）

eEbs2k = −Ebs2 sin（ωs2t−αω2−φk）

eEbp2k = Ebp2k sin（−ωp2t−αω2）

eθppk = −rbp2θppk

（1）

将上述中各当量误差叠加，即得第 1级和第

2级各传动分支的累积啮合误差es1p1k = eEs1k + eAs1k + eEp1k + eAp1k + eEbs1k + eEbp1k +εs1+εp1k

ep2ks2 = eEs2k + eAs2k + eEp2k + eAp2k + eEbs2k + eEbp2k +εs2+εp2k + eθppk

（2）

2） 由基本构件浮动引起的误差

本文暂取两太阳轮为基本浮动构件，设两太

阳轮的侧隙改变量为 Δs1、Δs2，在 X、Y 方向上的位

移量为分别 xs1、ys1、xs2、ys2，则有∆s1k = −（xs1 cos Ak + ys1 sin Ak）

∆s2k = −（xs2 cos Bk + ys2 sin Bk）
（3）

Ak =
π
2
−αω1+φk

Bk = −
π
2
+αω2+φk

式中 Ak 为第 1级太阳轮与第 k 个星轮啮合线的

方位角， 。Bk 为第 2级太阳轮与

第 k 个星轮啮合线的方位角， 。

由此可得星型齿轮传动系统两级啮合线上的综合

啮合误差如下： ∆1i = es1p1k +∆s1k

∆2i = ep2ks2+∆s2k
（4）

 

1.3   变形协调条件

功率分汇流齿轮传动系统必然构成功率流动

闭环，闭环中构件各类误差及浮动会相互叠加或

抵消，这种联系不可忽略，以更贴近真实情况。

本文中，两级星型齿轮传动系统满足如下关系式：
θs1p1k = θs1−

rbp1

rbs1
θp1k

θp2ks2 = θp2k −
rbs2
rbp2
θs2

（5）

式中 θi 表示齿轮 i 的转角，θij 表示齿轮 i 相对于齿

轮 j 的转角。

由于星轮轴的扭转刚度往往较大，故暂不考

虑其扭转角，则有 θp1k=θp2k。

将第 k（k=1, 2, 3）路啮合传动误差等效至第 1
级太阳轮上，则有

θk = θs1p1k +
rbp1

rbs1
θp2ks2 （6）

综上可得系统的变形协调条件
θs1p11+

rbp1

rbs1
θp21s2 = θs1p12+

rbp1

rbs1
θp22s2

θs1p11+
rbp1

rbs1
θp21s2 = θs1p13+

rbp1

rbs1
θp23s2

（7）

 

1.4   均载函数的推导

两级星轮的受力可根据下式计算：Fs1p1k = Ks1p1（rbs1θs1p1k −∆1k）

Fp2ks2 = Kp2s2（rbp2θp2ks2−∆2k）
（8）

第 1级太阳轮静力平衡

T = rbs1
3∑

k=1

Fs1p1k （9）

星轮联接轴静力平衡

Fs1p1krbp1 = Fp2ks2rbp2 （10）

两级太阳轮浮动方程
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

3∑
k=1

Fs1p1k cos Ai+Ks1xs1 = 0

3∑
k=1

Fs1p1k sin Ai+Ks1ys1 = 0

3∑
k=1

Fp2ks2 cos Bi+Ks2xs2 = 0

3∑
k=1

Fp2ks2 sin Bi+Ks2ys2 = 0

（11）

联立式（1）～式（11）计算可得各星轮所受载

荷 Fs1p1k、Fp2ks2（k=1, 2, 3），两级各星轮理论上所承

受的载荷为 
Fs1p1k =

T
nrbs1

Fp2ks2 = Fs1p1k
rbp1

rbp2

（12）

则两级传动的均载系数可分别表示为
Ω1k =

Fs1p1k

Fs1p1k

Ω2k =
Fp2ks2

Fp2ks2

（13）

当系统各基本参数和刚度已知，在力矩平衡

方程和变形协调条件的基础上运用函数法，推导

出系统各分支的均载系数关于所有误差参数 E、β、
A、γ及时间 t 的函数表达式 Ω1k、Ω2k，即Ω1k = F1k（E,A,β,γ, t）

Ω2k = F2k（E,A,β,γ, t）
（14）

在不考虑星轮连接轴扭转的情况下，有

Ω1k = Ω2k = Fk（E,A,β,γ） （15）

确定各误差项的误差值和初始相位角 E、β、
A、γ并代入各路均载计算函数 Fk 中，即可得到各

分支均载系数关于时间的一元一次周期函数

Ωk（t）。
计算均载函数的周期，取 Ωk（t）在均载函数周

期内的最大值，即得系统各路的均载系数最大值，

需要说明的是，由于均载系数时变，均载函数周

期最小应包含各分支一个完整的载荷循环。定义

各分支均载系数的最大值为 Ωk=max{Ωk（t）} （k=1,
2, 3），则系统的均载系数为 Ω=max{Ω 1, Ω 2,  ···,
Ω k}。 

2    误差敏感性的分析

在均载函数的基础上可定量分析系统均载系

数对各误差项的敏感性。

提取式（15）中各函数 Fk（E, A, β, γ, t）的各误

差项系数进行比较。对于各构件的安装偏心误差

项，其误差项系数都是常数；而对于各构件的制

造偏心误差项，其误差项系数是若干个（i 个）关

于时间 t 的三角函数，即

KEi（t）=
∑

ai sin（ωit+φi）

取 KEi（t）在均载函数周期 T 内模的最大值作

为各制造偏心误差项的系数，即

KEi =max
∣∣∣∣[∑ai sin（ωit+φi）

]∣∣∣∣
它表示了制造偏心误差项在给定时间范围内

对系统均载系数的最大影响程度。

均载函数表达式中的各误差项系数值及其正

负反映了各误差使系统偏离完全均载状态（Ω=1）
的程度和方向。当系数绝对值较大的误差项单独

作用时，系统的均载系数偏离均载状态的程度

更大。

由各误差项系数模的大小，可精确计算各误

差项作为因变量在均载计算函数中的权重，定量

分析系统相对于该误差项的敏感程度。 

3    误差随机性对系统均载系数的影响
 

3.1   均载系数函数矩阵

对式（15）中的 3路均载计算函数 Fk （E, A, β,
γ, t）（k=1, 2, 3），在均载函数周期内按照取定的时

间步长对时间变量 t 进行赋值，将均载系数结果

离散化，得到一个 3行 n 列矩阵。
F11（E,A,β,γ） F12（E,A,β,γ） · · · F1n（E,A,β,γ）

F21（E,A,β,γ） F22（E,A,β,γ） · · · F2n（E,A,β,γ）

F31（E,A,β,γ） F32（E,A,β,γ） · · · F3n（E,A,β,γ）

 （16）

其中 n=T1/d；T1 为时间范围；d 为时间步长。

矩阵中第 k（k=1, 2, 3）行元素代表第 k 分支的

均载系数在 t=id （i=0, 1, 2, ···, n）时刻关于各误差

项的计算函数，每一列元素代表同一时刻各分支

的均载系数关于各误差项的计算函数。 

3.2   随机变量的概率分布

将制造偏心误差和加工偏心误差及其各自初

始相位角看作相互独立的随机变量。其中误差值
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（E, A）服从正态分布，初始相位角（β, γ）服从均匀

分布[10]，即 E, A～N（μ, σ），β, γ～U（0, 2π）。设误

差值极限偏差为±F，根据 3σ原则，取 μ=0, σ=F/3。 

3.3   系统均载系数统计分析

根据蒙特卡洛法[25]，对随机变量 E, A, β, γ进

行抽样并代入式（16）的矩阵中并最大值，即得该

次抽样下系统均载系数的估计值。对随机变量进

行大量抽样并导入均载系数计算模型进行计算，

统计获得系统均载系数的数值结果。需要说明的

是，合理选取时间步长可以提高抽样模拟速度和

精度。

通过对误差值和误差初始相位角单独进行随

机抽样模拟和分析，可获得误差随机性对均载系

数的影响规律。 

4    算例分析

按照上述方法分析某两级星型齿轮系统的均

载特性，系统基本参数如表 1[6] 所示。
  

表 1    星型齿轮系统参数

Table 1    Parameters of star gear system

构件 齿数 模数 输入功率/
kW

输入轴转速/
（r/min）

第 1级太阳轮 15 1.5 100 40 000

第 1级星轮 54 1.5

第 2级太阳轮 15 1.5

第 2级星轮 54 1.5
 

第 1级和第 2级的等效啮合刚度为 Ks1p1=
Kp2s2=107 N/m；第 1级和第 2级太阳轮支撑刚度分

别为 Ks1=4×107 N/m， Ks2=8×107 N/m；第 1级和

第 2级的星轮支承刚度分别为 Kp1=4×107 N/m；

Kp2=8×107 N/m。不考虑误差随机性时，取各项

误差的误差值均为 6 μm，误差初始相位角均为 0°。
考虑误差随机性时，初始相位角服从均匀分布，

误差值服从正态分布[9]。
 

4.1   系统均载系数的计算

由于系统各分支均载函数具有时变性，在均

载系数变化规律未知的情况下，难以确定各分支

均载系数在何时取得最大值，进而系统的均载系

数也具有未知性。

例如，针对实例对象，根据系统基本参数及

式（1）～式（11）求解系统均载函数，系统各分支的

均载系数随时间的变化情况如图 3所示。
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图 3    各分支均载系数曲线

Fig. 3    Load sharing coefficient curve of each branch
 

若取时间范围在 [0, 0.01 s]内，则在该时间范

围内各分支均载系数的最大值为 Ω1=1.028 1，

Ω2=1.050 3，Ω3=1.001 8，此时系统的均载函数为

Ω=1.050 3。由图 3可知，这显然不是系统均载系

数所能取到的最大值，若以该时段内各分支均载

系数最大值作为系统的均载系数，显然不准确，

也即时间范围的选择可能会导致截断误差的

出现。

为确定可以取得各分支均载系数最大值的时

间范围，即均载函数周期，在上述计算的基础上，

再根据式（14）和式（15），令所有误差的初始相位

角都为 0°，求得各分支关于时间 t 和各误差项误

差值的均载函数如下：

Ω1 = 120.4Ap12−217.6Ap11+97.15Ap13+783.2Ap21−433.4Ap22−349.7Ap23+381.7As1+975.6As2+

[284.0sin（3.84−4 189t）+636.1sin（4 189t+0.349 1）+352.0sin（1.745−4 189t）]Es1+

[636.1Ep11−352Ep12−284Ep13]sin（1 164t−0.349 1）+ [2 290.0sin（0.349 1−323.2t）−

1 023.0sin（4.538−323.2t）−1 267.0sin（2.443−323.2t）]Es2+ [2 290Ep21−1 267Ep22−
1 023Ep23]sin（1 164t+0.349 1）+ [636.1sin（4 189t+0.349 1）+352.0sin（0.349 1−323.2t）+

284.0sin（3.84−4 189t）]Ebs1+ [636.1Ebp11−352Ebp12−284Ebp13]sin（1 164t−0.349 1）+

[2 290.0sin（0.349 1−323.2t）−1 267.0sin（2.443−323.2t）−1 023.0sin（4.538−323.2t）]Ebs2+

[2 290Ebp21−1 267Ebp22−1 023Ebp23]sin（1 164t+0.349 1）−636.1εp11+352.0εp12+284.0εp13+2 290.0εp21+

1 267.0εp22+1 023.0εp23+24.21eθpp1 −13.4eθpp2 −10.81eθpp3 +1.0
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Ω2 = 93.88Ap11−183.6Ap12+89.68Ap13−338.0Ap21+660.8Ap22−322.8Ap23+790.9As1+1 834.0As2+

[262.2sin（3.84−4 189t）+274.5sin（4 189t+0.349 1）+536.7sin（1.745−4 189t）]Es1+

[274.5Ep11−536.7Ep12+262.2Ep13]sin（0.349 1−1 164t）+

[943.9sin（323.2t−4.538）+1 932sin（323.2t−2.443）+988.1sin（323.2t−0.349 1）]Es2+

[1 932.0Ep22−988.1Ep21+943.9Ep23]sin（1 164t+0.349 1）+
[262.2sin（3.84−4 189t）−274.5sin（4 189t+0.349 1）−536.7sin（1.745−4 189t）]Ebs1+

[536.7Ebp12−274.5Ebp11+262.2Ebp13]sin（0.349 1−1 164t）+

[943.9sin（323.2t−4.538）+988.1sin（323.2t−0.349 1）+1 932sin（323.2t−2.443）]Ebs2+

[1 932Ebp22−988.1Ebp21−943.9Ebp23]sin（1 164t+0.349 1）+
274.5εp11−536.7εp12+262.2εp13+988.1εp21−1 932.0εp22+943.9εp23−10.45eθpp1 +20.42eθpp2 −9.979eθpp3 +1.0

Ω3 = 123.7Ap11+63.15Ap12−186.8Ap13−445.2Ap21−227.4Ap22+672.6Ap23+409.3As1−2 809.0As2+

[546.2sin（3.84−4189t）−361.6sin（4 189t+0.349 1）+184.7sin（1.745−4 189t）]Es1+

[361.6Ep11−184.7Ep12+546.2Ep13] sin（1 164t−0.349 1）+
[1 966sin（323.2t−4.538）+664.7sin（323.2t−2.443）+1 302Ebs2 sin（323.2t−2.443）]Es2+

[1 966Ep23−664.7Ep22−1 302.0Ep21] sin（1 164t+0.349 1）+
[361.6sin（4 189t+0.349 1）+184.7sin（1.745−4 189t）−546.2sin（3.84−4 189t）]Ebs1+

[184.7Ebp12−361.6Ebp11+546.2Ebp13] sin（0.349 1−1 164.0t）+

[1 966.0sin（4.538−323.2t）−664.7sin（2.443−323.2t）−1 302.0sin（0.349 1−323.2t）]Ebs2+

[1 966Ebp23−1 302Ebp21−664.7Ebp22] sin（1 164t+0.349 1）+
361.6εp11+184.7εp12−546.2εp13+1 302.0εp21+664.7εp22−1 966.0εp23−13.76eθpp1 −7.027eθpp2 +20.79eθpp3 +1.0

由上述各分支均载系数的函数表达式可知各

分支均载函数的变化规律。当各误差项的误差值

与初始相位确定时，各分支均载函数是由 3个频

率不同的关于时间 t 的正弦函数与若干常数项叠

加而成的函数，由此就可以确定各分支均载函数

的周期 T，各分支均载函数在 T 内取得的均载系

数最大值不存在截断误差，是各分支均载系数所

能取到的最大值。

在上述各分支均载函数中，有 3种不同频率

的正弦函数，其频率分别为

|ω1| = 323.3 |ω2| = 1 164.0 |ω3| = 4 189.0

由此可求得 3种正弦函数周期的最小公倍数

为 T0=0.54 s，T0 即为各分支完整的载荷循环周期，

只要使取定的时间范围 T1≥T0，带入各项误差值

即可最终获得各分支均载系数的最大值为 Ω1=
1.060 9，Ω2=1.050 5，Ω3=1.031 4此时系统均载系数

Ω=1.060 9。该结果与文献 [6]中的计算结果 Ω=
1.061 9比较，误差为 0.09%。 

4.2   误差敏感性分析

针对各构件的制造误差和安装误差，用图示

法进行敏感性分析。由于齿轮制造偏心误差的方

向随着齿轮的转动而变化，因此当制造误差单独

作用时，各分支的均载系数也随之变化，如图 4所

示。而齿轮安装偏心误差的方向不随齿轮转动而

改变，所以在齿轮转动过程中，各安装误差单独
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图 4    各制造误差单独作用时各分支均载系数曲线

Fig. 4    Load sharing coefficient curve of each branch when each manufacturing error occurs alone
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作用时各分支的均载系数不变，如图 5所示。

由图 4、图 5可知，对于同一类误差（制造误

差或安装误差），误差值相同时，第 2级传动中各

构件误差的单独作用对系统均载系数的影响比

第 1级中对应构件的误差单独作用影响更大。

当各齿轮制造误差单独变化时，各分支均载

系数的变化情况如图 6所示。当各齿轮安装误差

单独变化时，各分支均载系数的变化情况如图 7
所示。

由图 6、图 7可知，对于同一类误差（制造误

差或安装误差），第 2级传动中各构件误差的单独

变化对系统均载系数的影响比第 1级传动中对应

构件的误差单独变化影响更大。双联两星轮的安

装误差分别单独作用时，同一分支偏离完全均载

状态（Ω=1）的方向相反。

再用函数法进行误差敏感性分析。提取各分

支均载函数中制造误差项的系数最大值和安装误

差项系数进行比较，结果如图 8所示。
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图 5    各安装误差单独作用时各分支均载系数曲线

Fig. 5    Load sharing coefficient curve of each branch when each installation error occurs alone
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图 6    各制造误差单独变化时各分支均载系数变化

Fig. 6    Load sharing coefficient variation of each branch when each manufacturing error changes alone
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图 7    各安装误差单独变化时各分支均载系数变化

Fig. 7    Load sharing coefficient variation of each branch when each installation error changes alone
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由图 8可知各误差项对同一分支均载系数影

响程度，其结论与图 4、图 5、图 6、图 7的图形法

结论一致，且由图 8还可以观察同一误差项对不

同分支均载的影响程度，综合可知整个系统的均

载系数的误差敏感性，其内容信息较图形法更加

全面且更简洁直观。

Es2 > Ep2 > Ap2 > As2 > Ep1 > Ap1 >

Es1 > As1

根据文中第 4.1节的计算已知分支 1的均载

系数最大值即为系统均载系数，则分支 1的均载

系数误差敏感性可以作为整个系统的均载系数误

差敏感性，由图 8可知各误差项对系统均载系数

的影响大小顺序为

。 

4.3   考虑误差随机性的均载系数计算

根据文中第 4.1节计算得到的系统均载函数

周期 T0=5×10−3 s，取时间步长 d=0.001 s。将各分

支随时间连续变化的均载系数离散化，根据式（16）
可知，将得到一个 3×540的矩阵作为统计分析数

学模型。β、γ～U（0, 2π），取极限误差值 F=±6 μm，

根据3σ原则，取μ=0，σ=F/3=2 μm，则E、A～N（0, 2）。
对 E、A、β、γ随机抽样 50 000次，并对计算获得

的均载系数的估计值进行统计，结果如图 9所示。

由图 9可知，系统均载系数的数学期望值为

1.022 3，最小值为 1.004 6，最大值为 1.067 6，置信

区间 [1.022 2, 1.022 4]，置信度为 99.73%。运用蒙

特卡洛法得到的系统均载系数的数学期望比取极

限偏差时系统的均载系数要小 0.037 6，这是因为

各项误差的误差值在极限偏差内随机产生时，各

项误差值全部取得极限偏差值的概率极低，且各

误差初始相位的随机性会使得误差之间相互耦合

进而产生叠加或抵消的关系，从而使得期望值要

小于极限工况时系统的均载系数。

分别分析误差值和误差初始相位的随机性对

系统均载系数的影响。令各项误差的误差值服从

正态分布，其初始相位角取定且都为零，对 E、A
随机采样 50 000次，系统均载系数统计结果如图

10（a）所示；令各项误差的误差值取最大极限偏差，

其初始相位角服从均匀分布，对 β、γ随机采样

50 000次，结果如图 10（b）所示。

图 10（a）中，系统均载系数的数学期望值为

1.020 8，最小值为 1.002 9，最大值为 1.072 8，置信

区 间为 [1.020 7,1.020 9]， 置 信 度 为 99.73%； 图

10（b）中，系统均载系数的数学期望值为 1.057 5，
最小值为1.010 5，最大值为1.120 4，置信区间为[1.057 3，
1.057 7]，置信率为 99.73%。

对比图 9和图 10（a），当误差值随机时，初始

相位随机与初始相位给定相比系统均载系数期望

值大 0.001 3；对比图 9和图 10（b），当初始相位随

机时，误差值随机与误差值取极限偏差相比系统

的均载系数期望值要小 0.035 6。这表明，误差值

的随机性对系统均载系数的影响比误差初始相位
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的随机性影响更大。 

5    结　论

1） 考虑系统功率流动闭环特征，提出基于函

数法的静力学均载特性分析方法，解决了传统方

法计算均载系数可能存在截断误差的问题，计算

结果更接近实际情况；

2） 采用同一算例与图形法进行对比分析，验

证了函数法的正确性，且兼具简洁直观、信息全

面的优势；

3）  基于函数法分析误差随机性对系统均载

特性的影响，发现这一影响不可忽略，且误差值

的随机性对系统均载的影响较初始相位的随机性

更大；

4） 本方法可推广应用于其他功率分、汇流齿

轮传动系统的均载特性分析。
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(a) 误差值服从正态分布，初始相位角全部为零

(b) 初始相位服从均匀分布，误差值取极限偏差
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图 10    单独考虑误差值和初始相位的随机性时系统均载系数

分布

Fig. 10    Load sharing coefficient distribution when considering

the random effects of error value and initial phase separately
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