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螺旋锥齿轮模态试验与模型修正
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摘　　　  要：    为准确提取螺旋锥齿轮模态参数，构建精确动力学模型，通过试验与仿真相结合的方法，采用

移动力锤法进行模态试验，提取模态参数；基于实测数据建立精确仿真模型并进行模态分析；采用初等旋转

变换法修正仿真模态振型，得到准确的试验和仿真模态置信度，提高分析精度；以试验模态频率为目标，采用

响应面法修正模型材料参数。修正后固有频率最大相对误差由 0.83%下降到 0.353%，提高了仿真模型精度。

试验与仿真频响分析结果表明：由仿真模型不准确导致的移频现象和加速度幅值误差得到有效控制，验证了

动力学模型的准确性。研究方法为螺旋锥齿轮进一步的结构优化和减振避振奠定基础。
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Abstract:   To  accurately  extract  spiral  bevel  gears’  modal  parameters  and  construct  an  accurate
dynamic model，a combination of experimental and simulation methods were used to conduct modal tests
using  the  moving  force  hammer  method to  extract  modal  parameters;  an  accurate  simulation  model  was
established  based  on  measured  data  and  modal  analysis  was  conducted;  the  elementary  rotation
transformation method was used to correct the simulation mode shapes，and the accurate confidence of the
test and simulation modes was obtained to improve the analysis accuracy; taking the experimental modal
frequency  as  the  target， the  response  surface  method  was  used  to  correct  the  material  parameters  of  the
model. After the correction，the maximum relative error of natural frequency was reduced from 0.83% to
0.353%， which  improved  the  accuracy  of  the  simulation  model.  The  experimental  and  simulation
frequency  response  analysis  results  showed  that  the  frequency  shift  phenomenon  and  acceleration
amplitude error caused by inaccurate simulation models were effectively controlled，verifying the accuracy
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of  the  dynamic  model.  The  research  method  lays  the  foundation  for  further  structural  optimization  and
vibration reduction and avoidance of spiral bevel gears.

Keywords:   modal parameter；spiral bevel gear；modal test；model modified；
response surface method

螺旋锥齿轮是航空航天、汽车、轮船等传动

系统的重要零件，正朝着轻量化和低噪声的方向

发展[1]。随着齿轮质量的减小，激振力和噪声也

会随之增加，进而导致使用寿命下降。因此，分

析螺旋锥齿轮模态参数，计算其结构动力特性，

找出薄弱点，避免共振故障，对其结构设计、减振

避振具有重要的研究意义和应用价值。

试验和仿真分析是获取模态参数的重要途径。

Chen等 [2] 对比了螺旋锥齿轮副仿真和试验的固

有频率误差，分析了腹板厚度和腹板开孔对其固

有频率的影响。Xiang等 [3] 通过模态试验获取了

螺旋锥齿轮模态参数，分析了仿真和试验固有频

率的误差，为螺旋锥齿轮的动态特性分析提供了

依据。

实际工程中，仿真计算值与试验测量值之间

往往存在偏差，甚至会得到错误结果，从而不能

对结构优化设计提供帮助[4]。为了精确预测结构

的动力响应，建立一个高准确度的仿真模型越来

越重要。因此，利用试验数据修正仿真模型的模

型修正技术成为目前研究的热点[5]。魏静等 [6] 对

某型直升机主减速器机匣进行了自由模态试验，

验证了机匣仿真模型的有效性。李书文等[7] 通过

风力发电叶片模态试验验证了仿真模型的准确性。

麻越垠等[8] 以叶栅摆动装置模态试验数据为基础，

对仿真模型材料参数进行优化，实现模型修正。

秦仙蓉等[9] 基于塔式起重机模态试验数据，修正

仿真模型几何参数和材料参数，提高模型精度。

螺旋锥齿轮结构复杂并具有循环对称特性，存在

模态分裂现象[10]。王世宇等 [11]、徐港辉等 [12]、

Chang、Tseng等 [13-14] 均对这种现象进行了研究，

并总结了产生模态分裂的一般规律。而结构的重

频分裂为相近的两个单频，相应的模态相互耦合，

将导致共振区加宽和振幅加大，严重影响系统稳

定性[15]。因此在螺旋锥齿轮的设计中，应考虑频

率分裂的影响，通过模态试验[16] 和精确的参数辨

识获取模态参数，进而修正仿真模型，为螺旋锥

齿轮动态学特性分析及结构优化奠定基础。

本文通过模态试验获取螺旋锥齿轮模态参数，

并与仿真模态进行对比分析；采用初等旋转变换

法，修正试验与仿真模态振型相关性；分析了产

生低阶模态分裂的原因；构建二次多项式响应面

模型，以试验固有频率为标准，采用满意度函数

法优化材料参数；通过试验与仿真的加速度频率

响应对比分析，验证了模型修正的有效性。 

1    螺旋锥齿轮模态试验
 

1.1   模态试验方案

图 1所示为试验研究的螺旋锥齿轮，其几何

参数见表 1。
试验用 2 m长弹性尼龙绳悬挂齿轮，采用移

动力锤法进行试验模态分析。采用 m+p Analyzer
数据采集与分析系统，力锤为 DYTRAN 5800B4
型，单向加速度传感器为 DYTRAN 3097A2型 ，

用 m+p VibPilot振动控制和动态信号分析仪采集
 

图 1    试验测试的螺旋锥齿轮

Fig. 1    Spiral bevel gear for experiment test
 

表 1    螺旋锥齿轮的几何参数

Table 1    Geometric parameters of spiral bevel gears

参数 数值及说明

齿数 26

模数/mm 8.484 8

中点螺旋角/（°） 35

法向压力角/（°） 20

齿宽/mm 46

旋转方向 左旋

节锥角/（°） 38.233 3

面锥角/（°） 41.415

根锥角/（°） 35.807

齿根高/mm 7.452

齿顶高/mm 8.442
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数据，测试系统及齿轮悬挂方式如图 2（a）所示。

由于轮齿几何形状复杂、轴孔空间狭小，均

不便于锤击，因此将螺旋锥齿轮背平面作为测试

面，试验共设置 104个测点，如图 2（b）所示。为

准确识别模态参数，以防传感器质量影响结构对

称性，选择周向对称分布的 4个测点：58、64、71、
77号，布置加速度传感器作为响应点。根据齿轮

实际工况，提取 12 000 Hz以内的模态。采用移动

力锤法依次对测点进行轴向激励，并进行 3次有

效平均，以保证能够激励出尽量多的模态。
 
 

(a) 悬挂方式 (b) 模态试验几何模型

58

64
71

77

图 2    模态测试悬挂方式及模态试验几何模型

Fig. 2    Suspension mode of modal test and geometric model of

modal test
 

在 m+p Analyzer数据分析系统进行模态参数

辨识，共分为两个阶段。第 1阶段，使用多参考点

时域法辨识系统极点和模态参与因子。第 2阶段，

使用多参考点频域最小二乘算法计算振型和留数。

模态参数辨识过程中，最关键的是使用稳态图确

定系统极点。稳态图是从测量数据中提取极点的

工具，极点是系统的全局特征，随着拟合阶数的

增加，系统极点将在稳态图中重复出现。图 3为

多参考点时域算法计算的稳态图，其中稳定极点

代表具有稳定频率、阻尼及参与因子的极点，4条

曲线为各参考点频响函数（frequency  response
function, FRF）。在固有频率处出现稳定的极点列，

优质的模态极点在较低的拟合阶次上达到稳定，

据此确定系统极点。 

1.2   试验结果分析

试验采用单向加速度传感器检测轴向振动，

因此只识别轴向振动模态。经模态参数辨识提取

前 9阶自由模态，试验模态振型如图 4所示。

模 态 置 信 准则 MAC  （model  assurance  cri-
terion），是振型向量之间的点积，记为 CMAC，用于

评价模态振型向量空间上的相关性[17]，其函数定

义为

CMAC（φr,φl）=

∣∣∣φTr φl

∣∣∣2∣∣∣φTr φr

∣∣∣ · ∣∣∣φTl φl

∣∣∣ （1）

式中 φr、φl 是第 r、l阶模态振型向量。

若 CMAC 值接近 1，说明两个振型相关性较高；

若 CMAC 值接近于 0，说明两个振型正交 [18]。对于

模态置信度矩阵而言，矩阵非对角线元素越小，

各阶模态振型的独立性越好。在一次模态分析结

果中，各阶模态振型向量之间的模态置信度称为

自模态置信度，记为 CMAC,auto。图 5为试验模态的
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图 3    稳态图

Fig. 3    Stability diagram

 

(a) 第1阶 (b) 第2阶 (c) 第3阶

(d) 第4阶 (e) 第5阶 (f) 第6阶

(g) 第7阶 (h) 第8阶 (i) 第9阶

图 4    试验模态振型

Fig. 4    Experimental modal shapes
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CMAC,auto 矩阵图，矩阵对角线元素接近于 1，非对

角线元素接近于 0。说明各阶模态振型均相互独

立，试验测点选择和布置合理，分析结果无虚假

模态。 

2    螺旋锥齿轮仿真模态分析
 

2.1   仿真模型构建

为保证螺旋锥齿轮模型与其物理实体的几何

一致性，本文使用 Gleason 650GMS齿轮检测中心

实测齿面点坐标，如图 6所示。构建螺旋锥齿轮

有限元模型，单元平均大小为 2 mm，单元类型为

C3D8R，采用实测齿面点构造齿面网格节点。精

确仿真模型能提高模态分析的准确度，对提升齿

轮性能分析可信度也具有重要意义。
 
 

图 6    实测齿面点坐标

Fig. 6    Measured coordinates of tooth surface points
  

2.2   仿真模态分析

试验螺旋锥齿轮材料为合金钢。但对于任何

材料，其材料特性参数并不是固定值，而是一个

数值区间[19]。材料属性偏差直接影响固有频率，

导致频响函数曲线出现移频现象。本文采用其通

用材料参数进行仿真。弹性模量为 210 000 MPa，
密度为 7 900 kg/m3，泊松比为 0.3，采用 Lanzos法
提取 12 000 Hz以内的模态，与试验对应的仿真模

态振型如图 7所示。与图 4相比，试验与仿真各

阶振型的节径和节圆，数量一致且相互对应。
 
 

(a) 第1阶 (b) 第2阶 (c) 第3阶

(d) 第4阶 (e) 第5阶 (f) 第6阶

(g) 第7阶 (h) 第8阶 (i) 第9阶

图 7    仿真模态振型

Fig. 7    Simulated modal shape
  

3    试验与仿真模态对比分析

通过对比模态置信度和固有频率，对仿真和

试验结果进行定量的相关性分析。采用初等旋转

变换法修正仿真模态振型[20]，得到准确的试验和

仿真模态振型置信度；分析了低阶模态固有频率

分裂、试验与仿真频率误差产生的原因。 

3.1   仿真模型构建

将试验和仿真的模态振型做质量归一化处理，

统一试验测点与仿真节点的自由度和位置。试验

与仿真之间的模态置信度称为互模态置信度，记

为 CMAC, cross，其函数定义为

CMAC, cross（ΨF ,ΨS）=

∣∣∣ΨT
FΨS

∣∣∣2∣∣∣ΨT
FΨF

∣∣∣ · ∣∣∣ΨT
SΨS

∣∣∣ （2）

式中 ΨF、ΨS 分别为仿真第 F阶和试验第 S阶的

模态振型向量。

利用式（2）计算 CMAC, cross 矩阵。如图 8所示，

前 7阶 CMAC, cross 值接近 1，说明试验与仿真的振型

相关性较高，而第 8阶、第 9阶模态处 CMAC, cross 值
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很低。这是因为试验与仿真采用不同的计算方法，

导致得到的各阶重根模态振型通常存在不相等的

夹角误差，再综合试验中传感器及其导线对结构

对称性的影响，导致试验与仿真 CMAC, cross 值很低。

本文采用初等旋转变换法修正模态振型相关

性。设置步长为 1°，将试验模态振型旋转 360次，

以 CMAC, cross 最大为目标，计算最优旋转角度。图 9
为初等旋转变换修正后的 CMAC, cross 矩阵图，消除

夹角误差后，对角元素接近 1，非对角元素接近 0，
真实反映了试验与仿真的模态振型相关性。
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图 9    修正后的 CMAC, cross 矩阵图

Fig. 9    Corrected CMAC, cross matrix
  

3.2   固有频率对比分析

表 2为试验与仿真固有频率及相对误差，并

给出了试验模态阻尼比和各阶节圆-节径数量。

其中，节径是指齿轮模态振型值为零的直径，节

圆是振型值为零的圆周。对比各阶模态振型与频

率，发现在振型相同波动特征处出现两个不同频

率，即模态分裂现象。根据模态分裂的规律，当

2n/N （n为振动波数，N为循环对称阶数）为正整

数时产生模态分裂。而本文齿轮齿数为 26，即

N=26，在低阶模态不产生分裂。但本文齿轮还存

在键槽结构，因此，综合考虑轮齿与两个键槽的

影响，此时循环对称阶次变为 2，这将导致所有弯

曲模态固有频率都产生分裂现象，对应于表 2节

径数（振动波数）为 1、2、3、4的模态。
 
 

表 2    试验与仿真频率对比

Table 2    Comparison of test and simulation frequencies

阶次
频率/Hz 频率相对

误差/%
阻尼比/

%
节圆-
节径试验 仿真

1 3 430.451 3 431.706 0.037 0.060 0-2

2 3 443.252 3 447.495 0.123 0.078 0-2

3 5 726.575 5 774.115 0.830 0.035 1-0

4 7 503.108 7 476.442 0.355 0.029 0-3

5 7 507.427 7 482.220 0.336 0.022 0-3

6 10 251.236 10 314.870 0.621 0.050 1-1

7 10 523.404 10 580.790 0.545 0.041 1-1

8 11 502.827 11 430.140 0.632 0.035 0-4

9 11 508.263 11 430.430 0.676 0.026 0-4
 

其次，对比发现仿真和试验模态存在频率误

差，这是因为仿真材料参数不准确，固有频率相

对误差最大为 0.83%。固有频率决定了系统的动

力学特性，对振动特性分析、预测等后续应用至

关重要[21]。因此必须修正螺旋锥齿轮模型材料参

数，进一步提升模型可信度。 

4    试验与仿真模态对比分析

针对螺旋锥齿轮试验与仿真的固有频率误差，

采用响应面法[22] 通过试验数据修正材料参数，降

低频率误差。响应面法是通过一系列确定性试验，

用多项式函数来近似隐式极限状态函数[23]。选定

弹性模量、泊松比和密度作为修正参数，前 9阶

固有频率作为目标响应，使用中心复合法[24] 设计

仿真试验样本空间，通过回归分析建立拟合的响

应面模型，采用满意度函数法进行优化，得到修

正后的材料参数，使试验与仿真固有频率的误差

达到最小，得出最可靠的仿真模型。 

4.1   固有频率对比分析

设定材料参数取值范围，并采用“三因素五水

平”中心复合试验设计方法设计样本点。用水平

为 0代表材料参数初始取值；用水平为±1代表材

料参数在因子点的取值；用水平为±2代表材料参

数在轴向点的取值。待修正参数的水平值如表 3
所示。
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表 3    修正参数取值范围

Table 3    Range of modified parameters

参数
水平值

−2 −1 0 1 2

弹性模量 E/MPa 176 364.000 19 000.000 210 000.000 230 000.000 243 636.000

泊松比 U 0.132 0.200 0.300 0.400 0.468

密度 ρ/（kg/m3） 7 563.642 7 700.000 7 900.000 8 100.000 8 236.358
 

选取 15组仿真方案如表 4所示，求解每组样

本点的前 9阶固有频率，获得完整的样本数据。
 
 

表 4    中心复合设计试验表

Table 4    Test table of center composite design

参数编号
水平值

弹性模量 泊松比 密度

1 −1 −1 −1

2 1 −1 −1

3 −1 1 −1

4 1 1 −1

5 −1 −1 1

6 1 −1 1

7 −1 1 1

8 1 1 1

9 −2 0 0

10 2 0 0

11 0 −2 0

12 0 2 0

13 0 0 −2

14 0 0 2

15 0 0 0
 

本文采用带交叉项的完整二次型响应面模型

y = α0+

n∑
i=1

αixi+

n∑
i=1

αii x2
i +

n−1∑
i=1

n∑
j>1

αi j xix j+ε（3）

式中 xi、xj（i，j=1, 2, ···, n）为修正参数；y为响应面

模型的响应值；ε是响应面计算值与真实值之间

的误差；α0、αi、αii、αij 是待定系数。使用最小二

乘法求解待定系数，每阶固有频率对应一个响应

面函数模型，共构造 9组响应面函数模型。 

4.2   模型修正

本文采用满意度函数法进行多响应优化。满

意度函数法是将每个响应变量转换成 [0, 1]区间

内的个体满意度函数[25]。响应越靠近目标值，满

意度越接近 1；如果响应超出规格范围，则满意度

为 0。定义个体满意度函数为

f（ya（x））=



(
ya（x）−La

Ra−La

)S a

La ⩽ ya（x）< Ra(
ya（x）−Ha

Ra−Ha

)Pa

Ra ⩽ ya（x）< Ha

0 其他
（4）

式中 ya（x）（a=1, 2, ···, m）表示各响应面模型响应

值，a表示固有频率的阶次，本文中 m=9；x表示修

正参数；Ra 表示优化目标值；Ha 和 La 分别表示

ya（x）的上下限；Sa、Pa 为常数，决定满意度函数的

形状（凹凸性或者线性）。

为将多目标优化问题转化为单目标优化问题，

用加权几何平均的综合满意度函数 F作为优化

目标函数。将各阶实测固有频率作为目标值，以

综合满意度最大为优化目标，约束修正参数上下

限，形式如下：
max F =

 k∏
a=1

f（ya（x））ωa


1∑
ωa

s.t. l ⩽ x ⩽ h

（5）

式中 ωa 为 ya（x）的权重；h和 l分别表示修正参数

对应的上、下限。优化后各修正参数的满意度函

数响应曲面如图 10所示，综合满意度函数（满意
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度）最大值为 0.979 8接近于 1，表明优化后各阶固

有频率接近实测值。

表 5是满意度函数法优化后的材料参数。

表 6是修正后试验与仿真固有频率相对误差

表。对比表 2和表 7，最大频率相对误差由 0.83%

下降到 0.353%。
 
 

表 5    修正后的材料参数

Table 5    Modified material parameters

材料参数 原始值 修正后值

弹性模量 E/MPa 210 000.000 208 232.169

泊松比 U 0.300 0.274

材料密度 ρ/（kg/m3） 7 900.000 7 890.797
 

 
 

表 6    模型修正后误差值

Table 6    Error value after model modification

模态
阶数

试验
频率/Hz

修正后

仿真频率/Hz 相对误差/%

1 3 430.451 3 439.541 0.265

2 3 443.252 3 455.394 0.353

3 5 726.575 5 715.837 0.188

4 7 503.108 7 501.398 0.023

5 7 507.427 7 507.295 0.002

6 10 251.236 10 263.110 0.116

7 10 523.404 10 523.440 0.000

8 11 502.827 11 470.170 0.284

9 11 508.263 11 470.470 0.328
  

4.3   模型验证

采用模态叠加法对修正前后仿真模型进行频

响分析，模态阻尼比采用试验数据[26]，输入载荷谱

为实测 58号点的锤击力。其中，修正模型采用修

正后的模态振型和材料参数。图 11为 58号点修

正前后仿真以及试验的加速度响应。模型修正后

仿真固有频率和振动加速度更趋近试验测试值，

移频现象得到有效控制；由于第 8阶、第 9阶模

态贡献量较低，因此振动加速度幅值不明显；仿

真振动加速度值与试验值仍有误差。在共振频率

处加速度响应幅值主要受阻尼影响，在后续研究

工作中，将修正模态阻尼比，进一步提升仿真模

型可信度。
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图 11    加速度频响曲线对比图

Fig. 11    Comparison diagram of acceleration frequency

response curve
  

5    结　论

本文通过模态试验提取模态参数，基于试验

数据修正了模态振型和模型材料参数，构建了高

精度螺旋锥齿轮动力学仿真模型。主要工作及结

论如下：

1） 基于齿面实测数据构建精确有限元模型；

对仿真和试验模态振型进行定量的相关性分析；

采用初等旋转变换法修正仿真模态振型，修正后

的 CrossMAC矩阵表明试验与仿真模态振型具有

较好的一致性，提高了分析精度。

2） 对比螺旋锥齿轮试验与仿真的固有频率，

发现了模态分裂现象和试验与仿真的频率误差。

分析得出键槽是导致低阶模态分裂的主要原因；

试验与仿真的频率误差是仿真材料参数不准确造

成的。

3） 以各阶试验固有频率为目标，采用响应面

法构建材料参数与各阶固有频率之间的回归模型，

修正弹性模量、泊松比和材料密度，修正后固有

频率最大相对误差由 0.83%下降到 0.353%，表明
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构造的仿真模型具有较高的准确度。

4） 试验与仿真频响分析结果表明，由于仿真

模型不准确导致的移频现象和振动加速度误差得

到有效控制，验证了动力学模型的准确性。
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