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基于自适应径向基函数模型的区间
不确定性分析方法

姜    峰1，洪林雄2，李华聪1

（1.  西北工业大学 动力与能源学院，西安 721002；
2.  工业和信息化部电子第五研究所，广州 510610）

摘　　　  要：    针对区间不确定性分析问题，提出一种基于径向基函数模型的自适应不确定性分析算法。首

先提出一种适用于径向基函数模型的采集函数-潜在最值函数，并针对最大 /小值问题特性将其细分为潜在最

大 /小值函数。针对区间不确定性分析问题，建立基于潜在最大 /小值函数的序列优化框架，完成区间不确定

性分析问题的高效高精度求解。通过 3个算例的分析结果表明：相比于粒子群优化（PSO）算法和顶点法等算

法，所提算法能够在保证计算精度的同时，有效提高区间不确定性问题的分析效率；相对于采用拉丁超立方

法一次抽样构建径向基函数模型，之后使用粒子群优化算法计算响应边界（LHS+PSO）的方法，所提算法通过

采集函数序列更新模型，提高了模型在局部区域的模型逼近效果，保证了区间不确定性问题的分析求解精度。
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Interval uncertainty analysis method based on adaptive radial basis
function model
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Abstract:   Considering the problem of interval uncertainty analysis，an adaptive uncertainty analysis
method based on radial basis function model was proposed. Firstly，an acquisition function，also called the
potential maximum function，which can be combined with the radial basis function model，was presented，
and  subdivided  into  potential  maximum/minimum  functions  according  to  the  characteristics  of  the
maximum/minimum  problem.  Then， for  the  interval  uncertainty  analysis  problem， a  sequential
optimization framework based on the potential maximum/minimum function was established to complete
the  efficient  and  high-precision  solution  of  the  interval  uncertainty  analysis  problem.  Three  examples
showed  that， the  proposed  method  can  improve  the  computational  efficiency  of  particle  swarm
optimization  (PSO)  and  vertex  method  with  accurate  solution;  also， the  method  refined  the  model
sequentially  through  the  proposed  acquisition  function， so  compared  with  the  method  in  which  the
Latin  hypercube  sampling  is  used  to  perform  the  “ one-shot”   sampling  for  radial  basis  function  model
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constructing，and the response bounds is estimated through particle swarm optimization (LHS+PSO)，it can
guarantee the accuracy of the predicted bounds by improving approximate accuracy of the model in local
regions.

Keywords:   radial basis function；interval model；uncertainty analysis；
Bayesian global optimization；potential maximum/minimum function

在实际的工程问题中，大部分输入参数例如

结构尺寸、材料属性、外部载荷等等都是不确定

的，这导致了结构性能或输出的不确定性。在结

构设计或优化分析中利用不确定性分析对结构响

应的变化范围或区间波动进行预测，可以很好地

帮助工程师进行决策，以实现预期的设计性能和

输出。

一般来说，根据不确定性的来源不同可以将

不确定性分为两类[1]：随机不确定性和认知不确

定性。随机不确定性是参数和事件的固有随机属

性，概率模型是表征随机不确定性最理想的数学

工具[2]。利用概率模型表征参数的随机不确定性

时需要获得足够的数据来描述参数的概率分布，

然而在实际的工程中，尤其是航空航天领域，收

集关于不确定性的足够信息往往是非常困难且成

本高昂，在缺乏足够数据的情况下，得到的标准

概率模型与真实概率模型存在一定偏差，进而导

致不确定分析的结果与真实值存在较大误差[3]。

因此当掌握的信息不足以得到参数精确的概率分

布时，需要采用认知不确定性理论对参数的不确

定性进行描述[4]。非概率模型是一种常用的认知

不确定性表征方法，主要包括模糊模型 [5]、Demp-
ster-Shafer证据模型 [6] 和区间模型 [7]，其中，区间

模型将不确定参数视为未知而有界的区间数，计

算时只需获取参数的分布范围即可，这一般来说

是容易实现的。区间模型降低了概率方法的先验

要求，同时不引入人为假设，因此在最近的几十

年间，在固体力学、转子动力学、声学等多个研究

领域[8-10]，不少学者基于区间模型开展了对结构响

应的区间不确定性分析。

目前，区间不确定分析方法主要有顶点法

（vertex  method）、摄动法 （perturbation  method）以

及代理模型法（surrogate model based method）。顶

点法假设结构响应在不确定域的顶点处得到其响

应边界[11-12]，因此顶点法仅适用于单调情况且其

计算成本会随着区间参数的增加呈指数增长，这

对于大型结构是不可接受的。摄动法包括传统摄

动法[13-14] 和子区间摄动法[15-16]，是一种基于 Taylor

展开的近似方法。摄动法具有良好的计算效率且

求解小不确定度问题时，计算精度较高。摄动法

的一大局限性在于其需要获得结构响应函数的 1
阶或 2阶偏导数，在很多复杂的工程问题中偏导

数信息往往难以获得。

相较于摄动法，代理模型法不依赖于响应函

数的偏导数信息，因此具有更广泛的适用范围[17]。

传统的代理模型法在不确定参数空间中直接使用

一次抽样所得样本建立代理模型，然后利用辅助

算法寻找代理模型的最大和最小值，进而得到响

应的边界[18-20]。这种方法需要抽取大量的样本才

能建立足够精度的代理模型，计算效率低下 [21]。

最近，不少学者将贝叶斯全局优化（Bayesian glo-
bal optimization）的思想引入代理模型法中，形成

了一种自适应代理模型法[21-25]，其基本思路如下：

首先采用少量初始样本建立代理模型，之后根据

采集函数进行自适应采样，不断更新代理模型以

改善响应区间上下界的精度，当满足某一终止条

件后，结束采样过程，得到最终分析结果。这一

过程中，采集函数的选择将直接影响计算精度和

效率，显得尤为重要，不同的采集函数被提出用

于指导选点过程：Liu等 [22] 基于高斯过程模型提

出了 EI_UP（upper expected improvement）和 EI_LO
（lower expected improvement）函数；后续 Liu等 [25]

又基于 Kriging模型提出了 LCB（lower confidence
bound）和 UCB（upper confidence bound）函数；Dang
等[24] 基于高斯过程模型开发了一种 T-PEI（triple-
engine  pseudo expected  improvement）函数来估计

结构的响应边界，该函数可以在每次迭代过程中

选取多个样本点用于代理模型的更新，减少了迭

代次数。除了提出不同的采集函数，一些学者提

出了改进的 Kriging模型用以改善采样过程 ：

Feng等 [26] 提出了一种基于对抗学习的 Kriging模

型；Hao等 [27] 为了提高样本中存在噪声时结果的

准确性提出了一种随机 Kriging模型——NSK
（nested stochastic Kriging）模型。值得注意的是，

上述研究都是基于高斯模型（高斯过程模型或者

Kriging模型）开展的，这也是自适应代理模型法
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所存在的局限性，如果使用其他代理模型，由于

缺乏高斯模型提供的模型预测方差，采集函数将

无法进行全局探索[28]，从而导致响应边界的错误

估计，如何将这种新的代理模型法扩展至其他代

理模型，目前还有待进一步的研究。

考虑到径向基函数（radial basis function, RBF）
能够较好地折中计算效率和近似精度，有很好的

应用前景[29]，本文基于 RBF模型建立了一种自适

应不确定性分析算法：首先提出了一种能够兼顾

全局区域探索和局部区域开发功能的采集函数-
潜在最值大/小值函数，该函数的构建并不依赖于

样本方差，可以适用于不同的代理模型；然后针

对区间不确定性分析问题，建立了基于潜在最大/
小值函数的序列优化框架，完成区间不确定性分

析问题的高效高精度求解。

文章首先概述了区间不确定性分析问题，回

顾了 RBF模型的构建方法，然后建立了一种自适

应 RBF模型，并基于该模型提出了本文采用的区

间不确定分析方法，给出了 3个数值算例来验证

该方法的有效性，最后对全文进行总结。 

1    区间不确定性分析问题

X

X

当输入变量的样本信息较少，无法用精确的

概率分布函数描述不确定变量 的不确定性时，

可以采用区间模型对其不确定性进行表征，此时

不确定变量 被称为区间变量，其不确定性可表

示为[30]：

X ∈ xi = [xl, xr] = {X
∣∣∣xl ⩽ X ⩽ xr} （1）

i l r

X xr

xl X

xi = [xl, xr]

式中上标 、 和 分别表示区间，区间下界和区间

上界。区间变量 的不确定性通过其上边界 和

下边界 限定，变量 的任意可能实现包含于其

构成的区间 。

X γ（X）定义区间变量 的不确定性水平 为：

γ（X）=
xr− xl

xr+ xl
×100% （2）

采用区间模型来表述输入变量的不确定性，

则一般形式的区间分析模型可以表示为[31]

Y = g（X） （3）

g（ ·） Y

X =（X1,X2, · · · ,Xn）

xi

式中 为结构响应函数， 为输出的不确定性

响应； 为不确定性输入向量，

其不确定性可用区间 表示：

X ∈ xi = [xl, xr] （4）

X i Xi的第 个分量 满足：

Xi ∈ xi
i = [xl

i, x
r
i] i = 1,2, · · · ,n （5）

xi
i xi i xl =（xl

1, x
l
2, · · · , xl

n）

xr =（xr
1, x

r
2, · · · , xr

n） xi

式中 表示 的第 个分量； 和

分别为 的下边界和上边界。

X

Y ∈ yi = [yl,yr]

由于采用区间变量 作为输入，响应函数的

输出将会在区间内变动而不是确定的值即

。区间不确定性分析的目的就是求

取响应函数的响应区间，即确定输出响应的边界。

因此结构的区间不确定性分析问题可以转化为下

面两个优化问题：
yl =min

x∈xi
{y

∣∣∣y = g（x）}

yr =max
x∈xi
{y

∣∣∣y = g（x）}
（6）

在实际工程问题中，不确定性在复杂结构中

的传递过程分析往往是个“黑箱”问题，即不存在

解析解。近年来，基于代理模型的贝叶斯优化方

法求解最优化问题逐渐被广泛应用，然而上述方

法大多得依赖于高斯模型（类似 Kriging或高斯过

程模型）。针对实际问题，不同代理模型有其自

身独有的优势，因此本文基于 RBF模型提出一种

新的自适应求解算法用于区间不确定性分析问题

求解。 

2    RBF模型

n y = g（x） Xtrain = {x1, x2, · · · ,
xm}T ytrain = {g（x1）,g（x2）, · · · ,
g（xm）}T x

RBF模型是由对称基函数线性组合而成，具

有较高的模型构建效率和拟合精度。对于假设的

维函数 ，给定训练集

，其对应的响应值为

，则 RBF模型在未知点 处的预测响应值

可以表示为[32]：

ĝ（x）=
m∑

i=1

wiφ（ri） （7）

ri = ∥x− xi∥ x xi

wi m

φ（ ·）

φ（r）= r3

式中 表示未知点 和训练样本 之间

的欧式距离； 为对应于基函数的权重系数； 为

基函数的个数，同时也是训练样本集的大小；

为径向基函数，文献 [33]指出选用 3次函数作为

径向基函数的 RBF模型具有更好的近似性能，因

此本文中采用 3次函数作为基函数，即 。

Xtrain ytrain将训练集 和响应值 代入式（7）中，得

到如下的表达式：
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
g（x1）
g（x2）
...

g（xm）

 =
φ（r11） φ（r12） · · · φ（r1m）
φ（r21） φ（r22） · · · φ（r2m）
...

...
...

φ（rm1） φ（rm1） · · · φ（rmm）




w1

w2

...
wm

 （8）

将式（8）表示为矩阵乘积的形式如下：

g =Φw （9）

Φ m×m Φ（i, j）=

φ（ri j） w =（w1,w2, · · · ,wm）
T g =

（g（x1）,g（x2）, · · · ,g（xm））
T

其中 是一个 的基函数矩阵，且

； 为权重系数向量；

；则 RBF模型的权重

系数向量可以计算如下：

w =Φ−1 g （10）
 

3    基于自适应RBF模型的区间不确定
分析方法

当采用空间抽样方法一次性获取所有设计样

本并用来构建 RBF代理模型时，所构建模型在最

值附近区域的局部精度有待考量。因此，借鉴贝

叶斯优化思想[34]，在模型构建过程中构建采集函

数逐渐去提升模型精度，能有效提升代理模型精

度和模型构建效率。 

3.1   采集函数-潜在最值函数

在模型序列更新过程中，采集函数需要着重

考虑两个方面：全局探索和局部开发。在 Kriging
等高斯模型中，采用模型预测方差可以量化未知

点处的模型精度，因此预测方差可以用来提升采

集函数的全局特性。然而，RBF模型无法提供在

未知区域的模型预测方差，因此本文采用样本之

间的欧式距离特性构造探索函数，即：

在 Kriging模型中，距离训练集越远的样本其

预测方差越大。因此，预测方差可用于防止点选

择的聚集。为了不依赖于仅由 Kriging模型提供

的预测方差，本文采用样本之间的欧式距离构造

探索函数，即

Pd（x）=
min

xi∈Xtrain
∥xi− x∥

max
xi ,x j∈Xtrain

||xi− x j||
i, j = 1,2, · · · ,m

（11）

Pd（x） x
xi, x j ∈ Xtrain

其中探索函数 的分子部分表示未知样本

和训练集样本 之间的最小距离；分母

部分表示训练集中样本之间的最大距离，当训练

集保持不变时其为定值。同时，通过分子和分母

部分的相互抵消，探索函数本身变成一个无量纲

函数，在工程应用中可有效防止不确定性变量量

纲对计算的影响。

然而，影响不确定性分析计算精度的并不是

代理模型的全局拟合精度，而是在最值区域的局

部拟合精度。因此，还需要提高采集函数在潜在

最值区域附近的局部开发能力。以最小值优化问

题为例，样本响应值和最小值的差值越小说明其

在潜在最值区域附近的概率越高，因此任意点的

模型预测响应值和当前模型最小值之间的差值可

以用来表征样本是否处在潜在最小值区域，定义

如下：

pmin（x）= ĝ（x）− ĝmin （12）

pmin（x） ĝ（x）

x ĝmin =min
x∈xi

ĝ（x）

其中 为最小值差值函数； 为代理模

型在未知点 处的预测相应； 。差

值函数的值越小，表示未知点在潜在最小值区域

的概率越高。为了增加潜在最小值区域附近样本

的“奖励”力度，最小值开发函数采用指数函数形

式，其具体形式如下：

Pmin
f （x）= exp

(
−τ pmin（x）

ĝmax− ĝmin

)
τ > 0 （13）

ĝmax =max
x∈xi

ĝ（x） τ其中 ； 为调节参数，主要用来权

衡全局探索和局部开发能力。同理，针对最大值

优化问题的差值函数和开发函数分别定义如下：

pmax（x）= ĝmax− ĝ（x） （14）

Pmax
f （x）= exp

(
−τ pmax（x）

ĝmax− ĝmin

)
τ > 0 （15）

pmax（x） Pmax
f （x）式中 为最大值差值函数； 为最大

值开发函数。

由于指数函数的数学特性，在潜在最值区域

附近的样本被采集函数选中的概率会大幅增高。

最终，针对 RBF模型的潜在最大值函数和潜在最

小值函数定义如下：

Pmax（x）= Pd（x）Pmax
f （x）=

min
xi∈Xtrain

||xi− x||

max
xi ,x j∈Xtrain

||xi− x j||
exp

(
−τ pmax（x）

ĝmax− ĝmin

)
（16）

Pmin（x）= Pd（x）Pmin
f （x）=

min
xi∈Xtrain

||xi− x||

max
xi ,x j∈Xtrain

||xi− x j||
exp

(
−τ pmin（x）

ĝmax− ĝmin

)
（17）
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Pmax（x） Pmin（x）

Pmax
f （x）Pmin

f （x）

Pd（x）

τ

其中 为潜在最大值函数， 为潜在

最小值函数。很明显，当样本接近潜在最大/小值

区域时会被最大/小值开发函数 /

给予较高的“奖励”，然而当样本离当前训练样本

集距离较近时，就会被探索函数 施加“惩
罚”。因此，潜在最大/小值函数的全局探索和局

部开发能力之间存在一种权衡，可通过调节参数

进行调整。

τ = ln（n2
iter） niter

在整个 RBF模型更新过程中，采集函数的选

点策略分为两个阶段：第 1阶段是侧重全局探索

过程，此时应该赋予潜在最值函数更高的全局探

索能力；第 2阶段是在全局探索结束后，面向潜在

最大/小值区域进行局部开发，因此应该赋予潜在

最值函数更高的局部开发能力。综上所述，将调

节参数定义成和迭代次数相关的自适应参数，即

，其中 为模型更新过程中的迭代次

数。调节参数是一个经验取值参数，在工程应用

中可根据实际问题进行适当调整。 

3.2   本文提出的区间不确定性分析方法

综合 RBF代理模型和所提的潜在最值函数，

本文提出一种区间不确定性分析的自适应求解方

法——ARBF（adaptive radial  basis  function）算法。

在算法的自适应迭代过程中，采用潜在最大值函

数和潜在最小值函数对模型进行并行更新，减少

模型探索过程中的选点浪费。本文所提算法的具

体流程如图 1所示，其对应具体步骤如下：

S xi

S

max{2n,10} n

1） 产生初始训练样本集 。根据区间 的上

下界，采用 LHS（Latin hypercube sampling）方法得

到初始样本集 。考虑到初始代理模型的构造和

问题维数大小等因素，将初始训练样本集的大小

定为 ，其中 为区间变量的维数。
ĝ S

g
ĝ

2）  构建初始代理模型 。计算样本集 中所

有样本的真实响应值 ，并构建响应的初始 RBF
模型 。

ĝ ĝmax ĝmin3） 计算 的极值 和 。

4）  判断收敛条件。为了防止迭代过程出现

早熟或者过度学习问题，本文借鉴文献 [35]，采用

了如下的最大/最小值收敛准则，以最小值收敛准

则为例：

εmin =

∣∣∣∣∣∣σmin

μmin

∣∣∣∣∣∣ ⩽ εth （18）

εmin εth

εmin ⩽ εth

其中 为最小值收敛指标， 为收敛指标的阈

值；当 时，迭代停止。式（18）中

σmin =

√√
1

nmin

niter∑
i=niter−nmin+1

（ĝmin−μmin）
2
（19）

μmin =
1

nmin

niter∑
i=niter−nmin+1

ĝmin （20）

niter μmin σmin nmin

εth =

0.002 nmin = nmax = 10

式中 为迭代次数。 和 为取最后 次

迭代的最小值的均值和标准差。最大值收敛准则

即将式（18）～式（20）中的下标min换成max即可。

为了保证收敛速度和计算精度，本文取

，且 。所以针对上述收敛准则，

在每一次迭代过程中存在 4种情况，分别如下：

εmin > εth εmax > εth

Xb = {xb
max, xb

min}
xb

max = argmax
x∈xi

Pmax（x） xb
min = argmax

x∈xi
Pmin（x）

1）  当 且 时，同时根据式（16）
潜在最大值函数和式（17）潜在最小值函数进行选

点，得到最佳模型更新样本点 ，其

中 且 。

跳到步骤 5）。
εmin ⩽ εth εmax > εth

Xb = xb
max

2） 当 且 时，则根据式（16）潜
在最大值函数得到最佳模型更新样本点 。

跳到步骤 5）。
εmin > εth εmax ⩽ εth

Xb = xb
min

3） 当 且 时，则根据式（17）潜
在最小值函数得到最佳模型更新样本点 。

跳到步骤 5）。
εmin ⩽ εth εmax ⩽ εth4） 当 且 时，说明满足收敛条

件，则跳到步骤 6）。
 

产生初始样本集S

构建初始代理模型

判断最小值收敛准则
εmin≤εth

判断最大值收敛准则
εmax≤εth

判断最大值收敛准则
εmax≤εth

是

是

否

否

否

是

ĝ

计算 的极值ĝ
和ĝmin ĝmax

和ĝmax ĝmin

输出响应极值

添加最佳模型更新样本点X b

X b=argmax Pmin (x)

添加最佳模型更新样本点X b

添加最佳模型更新样本点
X b={xb

max, xb
min}

X b=argmax Pmax (x)

xb
max=argmax Pmax (x)

xb
min=argmax Pmin (x)

图 1    自适应 RBF算法计算流程图

Fig. 1    Flowchart of the proposed method
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Xb

g（Xb）

S

5）  计算模型更新点的真实函数值。针对采

集函数所得到的最佳模型更新样本点 ，计算其

真实响应值 ，并将上述样本加入到初始样

本集 ，并回到步骤 2）。

ĝmax ĝmin

6） 迭代完毕。当满足所有收敛条件时，输出

最大值 和最小值 作为响应函数的边界值。 

4    实际算例验证

max{2n,10} n

本节中将采用 1个数值算例和 2个工程算例

对所提算法进行有效性验证。在每个算例中，将

所提算法和顶点法[12]、PSO（particle swarm optim-
ization）[36]、直接 LHS+PSO（即直接使用 LHS方法

进行抽样并构建 RBF模型，之后使用 PSO算法进

行求解）、N-PBGO（non-parallel bayesian global op-
timization） [24] 等算法进行比较。其中，PSO算法

是一种优秀的全局优化算法，因此其计算结果将

被当作每个算例中的精确解。在与 N-PBGO算

法进行对比时，为了对比其与本文算法的性能，

将原有 N-PBGO算法的收敛准则替换为本文算

法的收敛准则，使得两种算法在相同收敛准则之

下进行计算。在计算过程两种算法的初始训练样

本集的大小均为 ，其中 为区间变量的

维数。 

4.1   二维数值算例

图 2是一个经典的二维数值算法，其函数表

达式具体如下[24]：

g（x）=（1.5x1−2）2−（x2−3）2+ x1x2+

10sin（2πx1）+10（2πx2） （21）

x1 x2 x1 ∈ [2,5] x2 ∈ [2,5]式中 、 为区间变量 ，且 ， 。

由图 2可知，算例 1为一个强非线性不确定分析

问题，且在整个不确定性区域内存在多个局部最

优解。

将 PSO、顶点法、ARBF和 LHS+PSO算法、

N-PBGO算法都用于上述不确定性分析问题的求

解，其计算结果如表 1所示。和精确解相比，PSO
算法的计算结果精确度最高，然而其调用函数

7 600次，是所有算法中计算效率最低的。顶点法

是一种比较经典的最值求解方法，但是针对强非

线性问题，其计算精度有待改善，由表 1可以看出

所计算的响应下界的相对误差为 51.25%。在 LHS+
PSO算法中，采用 LHS方法得到 80个样本并构

建 RBF模型，由计算结果可知其计算精度较差，

这是因为 LHS+PSO没有针对最大值/最小值区域

的局部精度进行提升。在所有算法中，N-PBGO
和本文的算法精度最高，但是 N-PBGO在效率上

要低于本文的算法，这也验证了本文所提算法的

有效性和优异性。为了直观展示 ARBF算法的模

型更新过程，图 3描述了 ARBF算法的选点过程。

可以看到，在初始局部精度较低的情况下，ARBF
算法能有权衡全局探索和局部开发能力，逐步逼

近最大值和最小值区域，进而完成区间不确定性

问题的高效高精度求解。 

4.2   25杆桁架算例

F1 F2 F3

F4

如图 4所示，这是一个 25杆桁架结构不确定

性分析问题[37]。桁架在实际工作过程中，受到 3
个垂直向下的力 、 和 ，同时还受到一个水

平方向上的力 。本算例中，将桁架节点 7的垂

 

60

40

20

0

−20
5

4
3

2
3

4
5

g(
x)

x1 x2

图 2    算例 1中二维测试函数的三维示意图

Fig. 2    Plot of the two-dimensional test function in Example 1

 

表 1    算例 1的所有分析结果

Table 1    Evaluation results of Example 1

算法类型
g（x）上边界 g（x）下边界

调用次数
取值 相对误差/% 取值 相对误差/%

精确解 59.95 −8.10
PSO 59.95 0 −8.10 0 7 600

顶点法 51.25 14.51 −4 51.25 4
LHS+PSO 55.37 7.64 −5.97 26.83 80
N-PGBO 59.94 0.017 −8.10 0 80
ARBF 59.94 0.017 −8.10 0 66
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D7直位移 作为目标函数，即

g（x）= D7（A1,A2,A3,A4,L,F1,F2,F3,F4）（22）

L A1

A2 A3

式中 表示垂直杆和竖直杆的长度； 为杆（1）～

（4）的截面积； 为杆（16）～（25）的截面积； 为

A4

A1 A2 A3

A4 L F1 F2 F3 F4

杆（11）～（15）的截面积； 为杆（5）～（10）的截面

积；节点 12为铰接，节点 6、8、10为活动支座。

由于存在制造和测量误差，横截面积 、 、 、

、杆的长度 、外载荷 、 、 、 均为区间

变量，其具体参数如表 2所示。

针对算例 2，不同算法的分析结果如表 3所

示。PSO算法调用函数 4 600次，得到桁架节点 7
的垂直位移的边界值分别为 54.62 mm和 28.04 mm，

这将作为本算例的参考解。由于桁架算例的非线

性程度相对较低，所以顶点法的计算结果和 PSO
算法基本一致。但是，随着维度的增加，顶点法

所需的函数调用次数成爆炸增长，这在实际工程

应用中是不可接受的。和算例 1一样，LHS+PSO
算法的计算精度很差，其计算获得的上边界和下

边界值的计算相对误差分别是 9.37%和 25.11%。

相比于其他几种算法，N-PBGO算法和 ARBF算

法可以以较少的调用次数获得更高精度的结果，

在本算例中，ARBF法的效率要低于 N-PBGO算

法，这是由于 RBF模型对线性函数的近似精度较

差造成的[38]。
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(16)

(5) 11 (6) 10 (7) (8)9 8 (9) 7 (10) 6

(11) (12)

(17)

(18)

(19)

(20)
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F4

F1 F2

6L

F3

L

注：图中编号 1～12为节点编号；编号（1）～（25）为杆编号。

图 4    25杆桁架示意图

Fig. 4    Schematic diagram of a 25-bar truss
 
 

4.3   航空发动机涡轮叶片算例

算例 3为航空发动机涡轮叶片问题 [39]，该算

例源自于 Matlab偏微分方程工具箱。本算例对

发动机涡轮叶片在高温高压环境中受到的热应力

和产生的热变形进行了分析，计算过程中将叶片

的根部固定，叶片表面承受温度载荷和压力载荷，

具体的材料参数和载荷施加方式可以参考 Mat-
lab帮助文档。本算例的有限元模型以及应力分

布云图如图 5所示。

考虑到材料特性、外部载荷和温度条件的不

确定性，由外部载荷引起的涡轮叶片的最大形变

量也具有不确定性。定义响应函数如下：
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4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

x 2

5.04.54.03.53.02.52.0
x1

g(x) 
60

40

50

30

10

0

20

初始样本 xb
max xb

min

图 3    ARBF算法的选点过程图

Fig. 3    Sequential sampling process by ARBF

 

表 2    算例 2中区间变量参数

Table 2    Interval variables for Example 2

变量 区间

A1 mm2/ [630,770]

A2 mm2/ [5 580,6 820]

A3 mm2/ [4 770,5 830]

A4 mm2/ [7 920,9 680]

L m/ [13.5,16.5]

F1 kN/ [1 601.2,1 957.1]

F2 kN/ [2 001.6,2 446.4]

F3 kN/ [1 601.2,1 957.1]

F4 kN/ [1 201,1 467.8]
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g（x）= Dmax（E,CCTE,μ,λ, p1, p2） （23）

Dmax E

CCTE

μ λ

p1 p2

式中 表示涡轮叶片的最大变形量， 为材料

的弹性模量， 为热膨胀系数 （coefficient  of
thermal expansion, CTE）， 为泊松比， 为热导率，

为压力面受到的压力载荷， 为吸入面受到的

压力负荷。上述参数均为区间变量，各个区间变

量的具体参数如表 4所示。

针对算例 3，PSO算法调用函数 4 600次，得

到涡轮叶片最大变形量的边界值为 0.002 08 m和

0.001 31 m。顶点法、N-PBGO算法、ARBF算法

的都能针对涡轮叶片的不确定性问题进行有效求

解，然而 ARBF和 N-PBGO算法的计算效率相对

较高，其函数调用次数比顶点法少 20次左右。

LHS+PSO算法为一次性抽样并构建 RBF模型，

其在不确定性分析过程中的局部精度相对较低，

导致其计算精度为几种算法中最低，分析结果如

表 5所示。综上所述，针对工程问题的计算效率

和精度权衡问题，所提 ARBF算法能对其进行有

效权衡，适合用于工程不确定性问题求解。
  

表 4    算例 3中区间变量相关参数

Table 4    Interval variables for Example 3

变量 区间

E /109 Pa [200, 250]

CCTE /10−6 K−1 [11, 14]

μ [0.24,0.3]

λ/（W/（m·K）） [10.3,12.7]

p1 /105 Pa [7.2, 8.8]

p2 /105 Pa [5.4, 6.6]

 
 

表 5    算例 3的所有分析结果

Table 5    Evaluation results of Example 3

算法类型
涡轮叶片最大变形量上边界 涡轮叶片最大变形量下边界

调用次数
取值/mm 相对误差/% 取值/mm 相对误差/%

PSO 2.08 1.31 4 600

顶点法 2.08 0 1.31 0 64

LHS+PSO 2.23 7.21 1.17 10.69 50

N-PBGO 2.08 0 1.31 0 41

ARBF 2.08 0 1.31 0 40

 
 

5    结　论

本文针对工程中区间不确定性分析问题，提

出一种能够兼顾全局区域探索和局部区域开发功

能的采集函数-潜在最值函数，并基于 RBF模型

建立其高效高精度自适应求解框架。

1）  在区间不确定性分析问题的自适应求解

 

表 3    算例 2的所有分析结果

Table 3    Evaluation results of Example 2

算法类型
节点 7垂直位移上边界 节点 7垂直位移下边界

调用次数
取值/mm 相对误差/% 取值/mm 相对误差/%

PSO 54.62 28.04 4 600

顶点法 54.62 0 28.04 0 512

LHS+PSO 59.74 9.37 21.00 25.11 70

N-PBGO 54.62 0 28.04 0 36

ARBF 54.69 0.13 27.95 0.32 57

 

应力/108 Pa
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0

图 5    航空发动机涡轮叶片的有限元模型和应力分布云图

Fig. 5    Finite element model and stress distribution of

turbine blade
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过程中，采用潜在最大 /小值函数并行选点策略，

可以有效减少 RBF模型初期选点的全局探索过

程，进一步提升算法的效率。

2） 通过 3个算例的分析结果表明：相比于 PSO
和顶点法等算法，所提 ARBF算法能够在保证计

算精度的同时，有效提高区间不确定性问题的分

析效率。相对于 LHS+PSO算法，ARBF算法通过

采集函数序列更新模型，提高模型在局部区域的

模型逼近效果，保证区间不确定性问题的分析求

解精度。
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