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贴敷MFC复合材料薄板半解析建模及减振分析
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摘　　　  要：    采用压电纤维复合材料（MFC）对悬臂纤维增强复合材料薄板的振动实施主动控制，研究其半

解析建模方法，并通过理论及实验对主动控制的减振效果进行了分析。在建模过程中考虑了 MFC传感器 /作
动器对悬臂板结构系统质量矩阵和刚度矩阵的贡献，同时引入了 Rayleigh阻尼和速度反馈控制提供的主动阻

尼，从而使创建的半解析动力学模型能较为真实地预估 MFC主动减振效果。进行了实例研究，用组建的实

验系统证明了所创建的半解析模型的合理性。同时，用理论分析证明在指定的阶跃、三角形和正弦激励 3种

载荷作用下 MFC主动控制对于复合板自由衰减振动的抑制尤为明显，进一步，用实验对主动控制的减振效

果进行了量化分析，表明 MFC主动控制对结构自由衰减振动的抑制可达到 79.63%。最后基于所创建的半解

析动力学模型分析了控制增益和MFC作动器贴敷位置对主动控制效果的影响。
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Abstract:   Piezoelectric fiber composite (MFC) was used for active vibration control of cantilevered
fiber reinforced composite sheet，its semi-analytical modeling method was studied，and the damping effect
of active control was analyzed through theory and experiment. In the process of modeling，the contribution
of MFC sensors/actuators to the mass matrix and stiffness matrix of the cantilever plate structure system
was considered，and the Rayleigh damping and active damping provided by velocity feedback control were
introduced  together， so  that  the  semi-analytical  dynamic  model  can  truly  predict  the  active  vibration
reduction effect of MFC. A case study was carried out，and the rationality of the semi-analytical model was
proved by the established experimental system. At the same time，theoretical analysis proved that the free
attenuation  vibration  of  composite  plate  can  be  suppressed  obviously  by  MFC  active  control  under  the
specified three kinds of loads: step，triangle and sinusoidal excitation. Furthermore，the vibration reduction
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effect  of  active  control  was  quantitatively  analyzed  by  experiments， showing  that  the  free  attenuation
vibration of  composite  plate  can be suppressed by MFC active control  by 79.63%. Finally，based on the
created  semi-analytical  dynamic  model， the  effects  of  control  gain  and  MFC actuator  position  on  active
control were analyzed.

Keywords:   piezoelectric fiber composite (MFC)；composite cantilever thin plate；
semi-analytical modeling；active control；vibration reduction analysis

纤维增强复合材料具有比刚度高、比强度高

和良好的耐腐蚀性[1]。目前，T300碳纤维增强复

合材料被广泛地应用在航空航天、建筑和车辆等

重要领域。同时在航空航天领域的许多结构可以

简化为悬臂板模型，例如飞机机翼、火箭机翼和

太阳电池阵帆板等[2]。以太阳电池阵帆板为例，

在空间环境中太阳电池阵由于航天器基体姿态机

动、指向机动或与其他航天器对接时受到扰动而

产生振动[3]，这些振动难以快速衰减且长时间的

持续振动会影响航天器基体的姿态稳定和指向精

度，从而影响其正常工作。严重时还会破坏其结

构而造成不可挽回的损失，所以对这种类似于太

阳电池阵的复合材料板进行减振研究具有重要意

义。本文选用 T300碳纤维增强复合材料悬臂薄

板作为研究对象，研究其振动控制问题。

通常对于板类结构振动控制主要有两种形式，

分别是被动控制和主动控制。被动控制不依赖于

外界能量的介入，一般通过阻尼器进行吸能耗能，

减少柔性结构的振动，进而达到振动控制的效果。

国内外学者对板类结构振动被动控制做了很多研

究。例如，Larbi和 Deü[4] 在夹紧的铝板结构上贴

有压电片并将压电片连接到无源电路上构成分流

器，通过分流电路为结构提供电阻尼从而达到减

振的目的。Chen和 Huang[5] 研究了采用约束层阻

尼（CLD）处理的矩形板的减振效果，并确定了在

矩形板上进行 CLD处理的最佳位置。Oh等 [6] 研

究了一种被动磁性复合材料（PMCs）处理的平板

结构的振动控制，分别从理论和实验上证明了

PMC处理在增强板的阻尼特性方面的有效性。

但被动控制存在控制能力有限、自适应能力差、

增质量大等缺点，因而可能难以满足一些复杂环

境下的结构振动控制需求。

主动控制的灵活性更强，能更好地适应复杂

环境的变化，因而近年来受到越发广泛的关注。

当前，对板类结构振动进行主动控制最常见的是

利用压电元件。例如，Tliba等[7] 设计了 H∞控制器，

基于实验研究了贴敷压电传感器和作动器板状智

能柔性结构的振动主动控制。Rahman等 [8] 将压

电片与试样板集成在一起，对智能板进行了主动

振动抑制实验并证明了 PID(proportion integration
differentiation)控制器在智能结构振动主动控制

的有效性。除了上述实验研究，对含有压电元件

的板类结构进行动力学建模，进而实现数值模拟

的研究也有很多，Fakhari和 Ohadi[9] 建立了基于

高阶剪切变形板理论和 von-Karman非线性应变-
位移关系的有限元公式，并采用位移-速度反馈控

制和鲁棒控制算法研究集成压电传感器和作动器

对横向载荷作用下功能梯度材料板大幅度振动的

控制。Xue等[10] 利用一阶剪切变形理论和Hamilton
原理，推导出功能梯度压电材料（FGPM）板的运

动方程并研究了其在热-电-机械载荷作用下的动

态响应主动控制问题。Kapuria和 Yasin[11] 采用了

一种全耦合高效分层理论的有限元法，研究了集

成压电传感器和作动器对复合材料和纤维金属层

合板的主动振动抑制并给出了速度反馈和最优化

控制策略的数值结果。

由于传统的压电元件具有柔韧性差以及强度

低等缺点，从而限制了其在一些结构上的使用。

而压电纤维复合材料（MFC）作为一种新型智能

材料，能够提供较大的驱动应变并具备良好的柔

韧性[12-14]，所以目前利用 MFC进行主动控制成为

一大热点。典型研究例如，Sohn等 [15] 使用 Don-
nell-Mushtari壳理论和 Lagrange方程获得了包括

MFC致动器在内的智能船体结构的运动方程，基

于优化的执行器配置研究了智能船体结构的主动

振动控制。Kim等[16] 基于经典层合板理论和 von-
Karman非线性应变-位移关系建立了非线性壁板

的机电耦合有限元模型，利用线性二次调节器

（LQR）和卡尔曼滤波设计控制器研究 MFC作动

器对非线性壁板颤振的主动控制。Raja等 [17] 利

用一阶剪切变形理论对贴敷 MFC智能层压板进

行有限元建模，基于模态控制的线性二次调节器

对其进行主动控制研究。本文也采用 MFC对悬

臂纤维增强复合材料薄板的振动实施主动控制，

研究其半解析建模方法并组建了实验系统，通过

理论及实验研究了在多种瞬态载荷作用下贴敷
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MFC对该复合板自由振动衰减的控制效果。不

同于以往的研究，这里建模方面的创新体现在：

考虑了 MFC传感器/作动器对悬臂板结构系统质

量矩阵和刚度矩阵的贡献；同时引入了 Rayleigh
阻尼和速度反馈控制提供的主动阻尼。因而所创

建的复合薄板动力学模型能较为真实地预估MFC
主动减振效果进而有效指导主动控制减振设计。

本文主要内容如下：第 1部分详细描述了贴

敷MFC悬臂纤维增强复合材料薄板的半解析建

模及求解，主要包括分别计算复合材料板和 MFC
传感器/作动器的势能和动能、动力学方程的建立

及求解。第 2部分进行了实例研究，主要是搭建

实验系统对结构进行固有特性及振动响应测试并

与半解析模型求解结果进行对比。第 3部分，在

模型正确的基础上进行参数影响分析，包括控制

增益和 MFC作动器贴敷位置主动控制的影响。

相关结论在第 4部分。 

1    贴敷MFC复合材料薄板半解析建模

本部分主要描述了所研究的复合材料薄板

和MFC结构，以及利用 MFC实现主动控制的机

理。在此基础上，采用半解析法推导了复合结构

的运动方程以及给出了对运动方程进行求解的方法。 

1.1   复合材料薄板以及MFC结构

所研究的结构如图 1所示，MFC传感器/作动

hp

器对称贴敷在板的上下表面。复合材料薄板是

由 n层碳纤维和基体材料组成，纤维铺设角为 θ。

复合材料薄板的长、宽分别为 a和 b，总厚度为 h，
MFC传感器/作动器的厚度均为 。

压电纤维复合材料（MFC）主要由压电陶瓷纤

维、环氧树脂基体和电极组成。根据极化方向的

不同 MFC可分为 d33和 d31型，其分别为在与纤

维方向平行的方向上极化以及垂直于纤维方向的

厚度方向上极化，具体如图 2所示。本文中所应用

的MFC传感器为M-5628-P2型，属于 d31型，MFC
作动器为M-8528-P1型，属于 d33型。
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图 2    d33和 d31型MFC结构示意图

Fig. 2    MFC d33 and d31 structure diagram
  

1.2   MFC实现主动控制的机理

利用 MFC实现主动控制的原理如图 3所示，

主要是 MFC传感器检测结构的振动产生电荷，进

而产生传感电压。数据采集器将传感电压输入至

控制系统中，在控制系统中基于一定的控制算法

将传感电压转换为控制电压，控制电压作用于

MFC作动器上转换为机械能从而对所贴敷结构

的振动响应实现主动控制。由于不同的控制算法
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图 1    贴敷MFC复合材料悬臂薄板模型示意图

Fig. 1    Schematic diagram of cantilever thin plate model of

MFC composite

 

数据采集

控制系统

数据输出

传感电压

控制电压

图 3    主动控制原理图

Fig. 3    Schematic diagram of active control
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得到的控制电压不同，进而导致主动控制效果产

生差异。常见的有正位置反馈控制（PPF）、速度

反馈控制、比例反馈控制、线性二次最优控制算

法（LQR）以及鲁棒控制等 [18-22]。相比于其他的控

制算法，速度反馈控制易于实现、控制程序较为

简单且可以取得较好的抑制结果，所以本文采用

了速度反馈控制算法计算控制电压。 

1.3   结构建模

参见图 1（a），在薄板的中面建立整体坐标系

xOy，本部分按照半解析建模理念推导贴敷 MFC
悬臂纤维增强复合材料薄板的运动方程。 

1.3.1    结构能量方程的推导

以下分别面向复合材料层合板基体及作为作

动器及传感器的MFC进行能量推导。

1） 复合材料层合板

基于 Kirchhoff假设和经典层合板理论，可将

复合材料薄板的位移场描述为
u（x,y,z, t）= u0（x,y, t）− z ∂w0

∂x

v（x,y,z, t）= v0（x,y, t）− z ∂w0

∂y
w（x,y,z, t）= w0（x,y, t）

（1）

u0 v0 w0式中 、 、 分别为薄板中面上任意一点沿 x、
y、z方向的位移；u、v、w分别为板内任意一点沿

x、y、z方向的位移。

u0 v0

εz γyz、γxz

当仅考虑薄板的横向振动，即忽略中面位移

和 。根据经典层合板理论的假设可知，正应

变 和剪应变 都为 0，所以板内任意一点

的应变可以表示为

εx =
∂u
∂x
= −z ∂

2w0

∂x2

εy =
∂v
∂y
= −z ∂

2w0

∂y2

γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
= −2z ∂

2w0

∂x ∂y

（2）

单层复合材料在纤维主轴方向的应力-应变

本构关系为
σ1

σ2

τ12

 =


Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 Q66



ε1

ε2

γ12

 （3）

Qi j式中 为弹性常数，表示为
Q11 =

E1

1− ν12ν21
, Q22 =

E2

1− ν12ν21

Q12 = Q21 =
ν21E2

1− ν12ν21
, Q66 =G12

（4）

E1 E2

G12 v12 v21

式中 、 分别为纤维方向及纤维横向的弹性模

量， 为切变模量， 、 为泊松比。

当取整体坐标系 xOy作为参考时，任意一层

中应力-应变本构关系为
σx

σy

τxy


（k）

=


Q̄11 Q̄12 Q̄16

Q̄21 Q̄22 Q̄26

Q̄61 Q̄62 Q̄66


（k） 

εx

εy

γxy


k = 1,2, · · · ,n （5）

式中

Q̄11 = c4Q11+ s4Q22+2c2 s2 (Q12+2Q66)

Q̄22 = c4Q11+ s4Q22+2c2s2 (Q12+2Q66)

Q̄66 = c2s2 (Q11+Q22−2Q12)+
(
c2− s2

)2
Q66

Q̄12 =
(
c4+ s4

)
Q12+ c2s2 (Q11+Q22−4Q66)

Q̄16 = cs
[
c2 (Q11−Q12−2Q66)+ s2 (Q21−Q22+2Q66)

]
Q̄26 = cs

[
c2 (Q21−Q22+2Q66)+ s2 (Q11−Q12−2Q66)

]
Q̄21 = Q̄12, Q̄61 = Q̄16, Q̄62 = Q̄26

（6）

c = cos θ s = sin θ其中 ， 。

根据经典薄板理论，并仅考虑复合材料薄板

的横向运动，则复合材料薄板的应变能可表示为

Uc =
1
2

x
D11

(
∂2w0

∂x2

)2

+2D12
∂2w0

∂x2
· ∂

2w0

∂y2
+

4D16
∂2w0

∂x2
· ∂

2w0

∂x ∂y
+D22

(
∂2w0

∂y2

)2

+

4D26
∂2w0

∂y2
· ∂

2w0

∂x ∂y
+4D66

(
∂2w0

∂x ∂y

)2

dxdy

（7）

Di j式中 为弯曲刚度系数，可以表达为

Di j =
1
3

n∑
k=1

(
Q̄i j

)
k

(
z3

k − z3
k−1

)
（8）

复合材料薄板的动能为

T c =
1
2
ρh

x (
∂w0

∂t

)2

dxdy （9）

2） MFC传感器和作动器

对于 MFC传感器和作动器引入压电本构方

程，具体表示为 σ = Cε− eTE
D = eε+ςE

（10）

式中 σ、ε、E、D、C、e、ς分别代表应力矢量、应

变矢量、电场强度矢量、电位移矢量、弹性刚度

矩阵、压电应力常数矩阵和介电常数矩阵。

Ex = Ey = 0 V/m
这里，外部电场仅沿复合材料板的厚度方向

施加，并且假定电场是均匀的则 ，

航空动力学报 第 39 卷

20220990-4



Dx = Dy = 0 C/m2，此时 MFC传感器和作动器的

应力矢量可展开为
σp

1

σp
2

τp12

 =


C11 C12 0
C12 C22 0
0 0 C66



εp1

εp2

γp12

− 0 0 e31

0 0 e32

0 0 0


 0

0
Ez

 （11）

式中 
C11 =

Ep
1

1− νp12ν
p
21

, C22 =
Ep

2

1− νp12ν
p
21

C12 =
νp21Ep

2

1− νp12ν
p
21

, C66 =Gp
12

（12）

Ep
1 Ep

2

Gp
12 vp12 vp21

式中 、 分别为 MFC纤维方向及纤维横向的

弹性模量， 为 MFC切变模量， 、 为 MFC
泊松比。压电应力常数 e31、e32 可通过压电应变

常数 d31、d32 和弹性常数获得[23]，求解式为

e31 =C11×d31+C12×d32

e32 =C12×d31+C22×d32
（13）

θp

与传统的压电材料相比 MFC存在纤维铺设

角，所以还需将应力-应变关系由纤维主轴坐标系

转换到整体坐标系。MFC纤维主轴方向和整体

坐标关系参见图 2，其中压电纤维的铺设角为 ，

当转化为整体坐标系时的应力-应变关系为
σp

x

σp
y

τpxy

 =


C̄11 C̄12 C̄16

C̄12 C̄22 C̄26

C̄16 C̄26 C̄66



εpx
εpy
γpxy

−
T

 0 0 e31

0 0 e32

0 0 0


 0

0
Ez

 （14）

式中

T =


cos2θp sin2θp −2sinθp cosθp

sin2θp cos2θp 2sinθp cosθp

sinθp cosθp −sinθp cosθp cos2θp− sin2θp


（15）

C̄i j Q̄i j

θp

具体表达同式 （6）中的 ，只需将 θ变

成 。

对于式（13）中的应变，假设 MFC传感器 /作
动器与复合材料板很好地贴合，此时它们的应变-
位移关系同式（2）中复合材料板的应变 -位移

关系。

MFC传感器和作动器的总势能由应变能和

电势能组成，可表达为

Up =
1
2

y
Vp1

σp
xε

p
x +σ

p
yε

p
y +τ

p
xyγ

p
xydV+

1
2

y
Vp2

σp
xε

p
x +σ

p
yε

p
y +τ

p
xyγ

p
xydV − 1

2

y
Vp1

DzEzdV

（16）

式中 Vp1、Vp2 分别为MFC作动器和传感器的体积，

而符号

Dz = e31ε
p
x + e32ε

p
y +ς33Ez （17）

Ez = V0（t）/hp （18）

V0（t）式中 为外部控制电压。

θp = 0

Up

这里采用的 MFC传感器 M-5628-P2型和作

动器 M-8528-P1型的压电纤维角均为 ，主要

针对弯曲振动进行控制。此时 T为单位矩阵。

所以可以将 展开为

Up=
1
2

x
Ap1

P11

(
∂2w0

∂x2

)2

+2P12
∂2w0

∂x2
· ∂

2w0

∂y2
+4P16

∂2w0

∂x2
· ∂

2w0

∂x ∂y
+P22

(
∂2w0

∂y2

)2

+4P26
∂2w0

∂y2
· ∂

2w0

∂x ∂y
+4P66

(
∂2w0

∂x ∂y

)2dxdy+

1
2

x
Ap2

P11

(
∂2w0

∂x2

)2

+2P12
∂2w0

∂x2
· ∂

2w0

∂y2
+4P16

∂2w0

∂x2
· ∂

2w0

∂x ∂y
+P22

(
∂2w0

∂y2

)2

+4P26
∂2w0

∂y2
· ∂

2w0

∂x ∂y
+4P66

(
∂2w0

∂x ∂y

)2dxdy+

ZV0（t）
x
Ap1

e31
∂2w0

∂x2
+ e32

∂2w0

∂y2
dxdy− 1

2
· ς33

hp

x
Ap1

V2
0（t）dxdy

（19）

Ap1
Ap2式中 、 分别为MFC作动器和传感器的面积，

而符号

Pi j =
C̄i j

[
（h/2+hp）

3−（h/2）3
]

3
（20）

Z =
（h/2+hp）

2−（h/2）2

2hp
（21）

MFC传感器和作动器的动能为

T p =
1
2
ρphp

x
Ap1

(
∂w0

∂t

)2

dxdy+
1
2
ρphp

x
Ap2

(
∂w0

∂t

)2

dxdy

（22）

综上，贴敷有 MFC复合材料薄板的总势能和

动能分别为
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U = Uc+Up （23）

T = T c+T p （24）
 

1.3.2    运动方程的建立

横向位移 w0 可用假设模态法[24] 表示为

w0 =WTc（t） （25）

式中

W = [W11,W12, · · · ,W1n, · · · ,Wm1, · · · ,Wmn]T

c（t）= [c11,c12, · · · ,c1n, · · · ,cm1, · · · ,cmn]T
（26）

分别为假设模态向量和广义坐标向量，可以

通过满足结构的位移边界条件来确定。m、n为

假设模态数量，且取值越大，结果越准确。

Wmn进一步， 可以用无量纲形式表达为

Wmn（α,β）= Pm（α）Pn（β） （27）

α = x/a β = y/b Pm（α） Pn（β）式中 ， ， 和 为特征正交

多项式，对于悬臂状态的边界条件，可利用下面

公式进行迭代求解[25]


P1（α）= α

2,P1（β）= 1
P2（ζ）=（ζ −B2）P1（ζ）

Pk（ζ）=（ζ −Bk）Pk−1（ζ）−QkPk−2（ζ）

ζ = α,β,k > 2

（28）

式中

Bk =

w 1

0

[
Pk−1（ζ）

]2
ζdζw 1

0

[
Pk−1（ζ）

]2dζ
（29）

Qk =

w 1

0
Pk−1（ζ）Pk−2（ζ）ζdζw 1

0

[
Pk−2（ζ）

]2dζ
（30）

α = x/a β = y/b

Wmn

把 ， 重新代回到式（27），则假设

模态 可以变成 x和 y的函数，并代入到式（25）
可得到

w0（x,y, t）=WT（x,y）c（t） （31）

δH

假定外部激励为定点横向激励，此时外力虚

功 为

δH = F0δw（x0,y0, t） （32）

F0 x0 y0式中 表示外激励， 、 表示外激励作用点的

横纵坐标。

Hamilton原理的基本表达式为

δ
t2w

t1

T −U +Hdt = 0 （33）

将式（23）、式（24）、式（31）、式（32）代入到

式（33）中得到贴敷 MFC复合材料悬臂薄板的运

动方程

M
d2 c（t）
dt2

+Kc（t）+KpV0（t）= F0W（x0,y0）

（34）

M K Kp

W
式中 、 和 分别为结构质量矩阵、刚度矩阵

和机电耦合矢量，都是用假设模态 以及其偏导

数的形式表示，具体表达见附录 A中第 1部分

内容。 

1.3.3    运动方程求解

V0（t）

V0（t） V0（t）

V0（t）

对于式（34）由于外部控制电压 未知并

不能直接求解，需先计算 。而 的值取

决于控制算法的选择，这里利用速度反馈控制算

法计算 ，具体过程如下。

MFC传感器在无外加电压的情况下，由于结

构变形所产生的电荷为

Q（t）=
x
Ap2

DzdA =
x
Ap2

e31ε
p
x + e32ε

p
ydA =

−zm
x
Ap2

e31
∂2w0

∂x2
+ e32

∂2w0

∂y2
dA = KT

s c（t）
（35）

zm
Ks

式中 为传感器中面到复合材料悬臂板中面的距

离， 具体表达见附录 A中第 2部分内容。

传感器产生的传感电压为

V（t）=
Q（t）hp

ς33Ap2

= KT
g c（t） （36）

式中

Kg =
Kshp

ς33Ap2

（37）

V0（t）

采用速度反馈控制算法来确定作用于 MFC
作动器的控制电压 ，有

V0（t）=Gv
dV（t）
dt

=GvKT
g
dc（t）
dt

（38）

Gv

V0（t）

式中 为速度反馈增益。观察式（38）可知控制

电压 变换为了一种主动阻尼，从而模拟了

MFC对结构振动起的抑制作用。

将式（38）代入到式（34），并考虑结构原有的

阻尼，得到复合材料悬臂板引入主动阻尼的运动

方程
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M
d2c（t）
dt2

+Kc（t）+
(
L+KpGvKT

g

) dc（t）
dt

= F
（39）

式中 L为 Rayleigh阻尼，F为激振力矢量分别表

示为

L = αM+βK （40）

F = F0W（x0,y0） （41）

α、β为 Rayleigh阻尼系数，表示为

α = 2
(
ξ2
ω2
− ξ1
ω1

)/ (
1
ω2

2

− 1
ω2

1

)
β = 2(ξ2ω2− ξ1ω1)

/ (
ω2

2−ω2
1

) （42）

ξ1 ξ2 ω1 ω2式中 、 为阻尼系数， 、 为贴敷 MFC复合

材料薄板的前两阶固有频率。

式（39）考虑了复合悬臂板结构原有的阻尼以

及由于作动器产生的主动阻尼，因而可以较为真

实地模拟复合结构的动力学行为。对于式（39）可

用 Newmark-β方法进行求解，求解过程可分为以

下几步：

c（t） ċ（t） F（t）

1）  选择 Newmark-β中的系数 λ和 μ及给定 t
时刻的 、 和 可得到

c̈（t）= M−1
[
F（t）−

(
L+KpGvKT

g

)
ċ（t）−Kc（t）

]
t+∆t2）  此时 时刻的加速度和速度可以表

示为

c̈（t+∆t）=
1

μ∆t2

[
c（t+∆t）− c（t）

]−
1
μ∆t

ċ（t）−
(

1
2μ
−1

)
c̈（t）

ċ（t+∆t）=
λ

μ∆t
[
c（t+∆t）− c（t）

]−(
λ

μ
−1

)
ċ（t）−

(
1

2μ
−1

)
∆t c̈（t）

t+∆t3）  将 时刻的加速度和速度代入到动力

学方程得到

K̂（t+∆t）c（t+∆t）= F̂（t+∆t）

c（t+∆t）

t+∆t t+∆t

4） 步骤 3）中仅有 未知，求解可得到

时刻的位移，代入步骤 2）即可得到 时

刻的加速度和速度。按照以上过程进行迭代求解

即可得到一段时间内结构的振动响应，求解流程

如图 4所示。

 

k=k+1

选择Newmark-β系数λ和μ

(0)
c(0)=M−1[F(0)−(L+KpGvKT

g)c(0)−Kc(0)]

选择步长 Δt , 计算 K^

μΔt2
1

μΔt
λK^ =K+ (L+KpGVKT

g)M+

对于第 k 步 , 计算 F^

μΔt2
1

μΔt
1

2μ
1F^ =Fk+1+M +ck+ −1ck+ ck

(L+KpGVKT
g) μΔt

λ
2μ
λ

μ
λck+ ck−1 −1+Δtck

求解 ck+1, ck+1, ck+1, ck+1= K^ −1F^

μΔt2
ck+1−ck

μΔt
ck

2μ
1ck+1= − − −1 ck

ck+1=ck+Δt[(1−λ)ck+λck+1]

··
··

··

··

··

··

·· ··

··

·

·

·

·

· ·

·

给定初始条件 c(0), c(0) 和 F(0), 求出 c·

图 4    基于 Newmark-β法计算复合结构响应的流程图

Fig. 4    Flow chart of calculating the response of composite

structure based on Newmark-β method
  

2    实例分析

本部分以贴敷一对 MFC传感器 /作动器的

T300碳纤维增强复合材料悬臂薄板为研究对象，

组建了实验系统，分别用所研发的半解析模型及

实验分析复合板的固有频率及振动响应，通过两

者比较检验所创建的动力学模型的合理性。

ap1

bp1 hp1

ap2 bp2 hp2

复合材料层合板的几何参数为：a=660 mm、

b=240 mm、h=1.8 mm。铺层顺序以及角度如图 5
所示。MFC作动器的几何参数为： =85 mm、

=28 mm、 =0.3 mm。MFC传感器的几何参

数为 =56 mm、 =28 mm、 =0.3 mm。材料参

数见表 1。
 
 

铺层顺序
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12

角度/(°)
45
−45

45
−45

45
−45

45
−45

45
−45

45
−45

0.15 mm/层

图 5    复合材料层合板的铺层顺序

Fig. 5    Laying sequence of composite laminates 
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2.1   固有特性分析

分别采用本文所建立的模型和基于实验对贴

敷MFC复合材料薄板的固有特性进行分析。在

假设模态向量中考虑的模态数为 m=n=4，通过忽

略式（29）的机电耦合项和等号右侧的激振力项可

得到复合材料悬臂薄板的特征方程进而求得复合

结构的固有频率。接下来，利用实验测试复合板

的固有频率，模态测试实验系统如图 6所示。具

体步骤为，利用模态力锤锤击复合材料薄板根部

位置上的一个锤击点，同时利用激光位移传感器

对拾振点的振动进行测试，测试信号通过 LMS-
SCADAS数据采集前端采集，由工作站显示并保存。

 
 

激光位移
传感器

模拟力锤 工作站 LMS 数据
采集前端

图 6    模态测试实验系统

Fig. 6    Modal test experimental system
 

通过理论分析及实验获得的贴敷 MFC复合

材料薄板的前 4阶固有频率见表 2。可以发现，

理论计算与实验测试得到的固有频率两者最大相

差 7.54%，而重点关注的低频区（1阶及 2阶）最大

偏差小于 3%。以上结果表明了理论求解的合理

性。另外，通过模态测试实验得到结构的前两阶

模态阻尼比分别为 2.63%、0.64%，用于计算式（36）
中的 Rayleigh阻尼系数。 

2.2   时域响应分析

本部分在理论分析环节，将对悬臂复合材料

薄板施加 3种不同形式载荷，进一步考核基于

MFC的主动控制对终止 3种载荷后复合板自由

振动衰减的控制效果。之所以这么设定是源于类

似太阳电池阵结构，对其振动控制通常关注的是

受到扰动后振动衰减的速度。具体载荷形式如

图 7所示，关描述如下：

1） 施加大小为 3 N并在 4 s后撤去的阶跃载荷。

F0 = −
3
4

t+32） 施加 并在 4 s后撤去的三角形

载荷。

F0 = 3× sin（4πt）3） 施加 并在 4 s后撤去的正

弦载荷。
  

力
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0 2 4
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2

3
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阶跃载荷 三角形载荷 正弦载荷
4

图 7    激振力载荷形式

Fig. 7    Form of excitation force load
 

F0

W
F0

c（t）

W c（t）

具体求解过程描述如下：在复合材料薄板激

振点位置分别施加上述 3种激振力 ，将激振点

的位置坐标代入到假设模态 中得到数值化的假

设模态向量并与激振力 相乘代入到式（34）中
等号右侧，通过 Newmark-β法对式（34）控制方程

进行时域响应求解得到 ；拾振点的位置坐标

同样代入到 中进行数值化，最后与 一起代

入到式（26）得到拾振点的横向位移响应。

Gv = 1当速度反馈控制增益取为 时，在 3种载

荷激励下有无主动控制的结构横向位移响应对比

如图 8所示。从图中可以明显看到在指定的 3种

载荷激励下主动控制对于自由衰减振动的抑制尤

为明显，对于受迫振动响应也会产生一定的抑制

作用。进一步，也可说明在上述 3种载荷各种叠

 

表 1    T300复合材料和MFC材料参数

Table 1    T300 composite and MFC material parameters

参数 T300 MFC传感器/作动器

纤维方向弹性模量/GPa 126 30.336

横向弹性模量/GPa 8.73 15.857

切变模量/GPa 5.5 5.515

泊松比 0.31 0.31

密度/ （kg/m3） 1 620 7 700

介电常数/10−8 （F/m） 1.5

压电应变常数/10−12 （m/V） −171

 

表 2    理论计算与实验固有频率对比

Table 2    Comparison between theoretical calculation and

experimental natural frequencies

阶次
固有频率/ Hz

误差/%
理论结果 实验结果

1 3.00 2.93 2.39

2 17.94 18.36 2.29

3 27.45 29.69 7.54

4 53.29 50.00 6.58
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加组成的较为复杂的载荷激励下，主动控制对复

合材料薄板仍可以发挥抑制振动响应的作用。

为了验证上述求解得到的位移振动响应的正

确性，这里搭建了主动控制实验系统，具体如图 9
所示，包括激励、采集和控制部分。对整个实验

系统的运行过程描述如下：首先由工作站给 LMS
数据采集前端一个信号并经功率放大器放大后传

输到激振器，使其对试验件施加一定的激励；当

试验件在激振器作用下产生振动变形后，贴敷在

其上的 MFC传感器由于变形产生电信号并经电

荷放大器处理后传输到 NI数据采集卡部分；卡槽

中的 NI-9215可实现对电荷放大器处理后传感电

压的采集并将其输入到 LabVIEW控制端，在此部

分通过所编的 LabVIEW程序对电压信号进行处

理计算得到新的电压信号并由卡槽中的 NI-9263
输出至高压放大器；高压放大器对电压进行放大

后作用到 MFC作动器上实现对试验件振动的主

动抑制；最后，激光位移传感器并不参与控制只

起到对拾振点位移响应的拾取并和力传感器反馈

回的力信号一起经由 LMS数据采集前端将两者

显示以及保存到工作站，方便后续对数据的处理。

主要测试仪器设备如表 3所示。

利用上述主动控制实验系统对结构未控制及

施加主动控制的位移响应进行测试。这里仅对正

弦载荷激励下的主动控制模型进行验证。通过

LMS工作站施加一个频率为 2 Hz的电压信号，

调节功率放大器的控制增益使力传感器反馈回的

力信号幅值在 3左右，这样就保证与前面理论分

析对应的第 3种载荷一致，在此激励条件下对结

构的位移振动响应进行测试。分别测试未控制、

控制增益为 0.25、0.5、1这 4种情况下拾振点的

位移响应并与仿真结果进行对比，结果见图 10。
可以看出不论在何种情况下，实验测试结果与理

论仿真结果都具有较好的一致性，表明了本文所

建立的半解析模型的合理性。

0.2×10−3 m

同时由图 10可以看出在实验测试结果中，

施加主动控制后对于自由衰减振动的抑制尤为

明显。在撤去激振力后当位移振动响应峰值衰减

到 时 ，未控制用了 8  s，控制增益为

0.25时用了 4.17 s，控制增益为 0.5时用了 2.64 s，
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图 8    施加主动控制前后 3种不同载荷激励作用下拾振点的位移响应比对

Fig. 8    Comparison of displacement response of the picking point under three different loads before and after active control
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图 9    主动控制实验系统

Fig. 9    Active control experiment system
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[
（tw− tk）/tw

]×100% tw

0.2×10−3 m

tk 0.2×10−3 m

控制增益为 1时用了 1.63 s。假如减振效果用

来表征，其中 为未控制时自

由衰减振动响应峰值衰减到 所用的时

间， 为主动控制时衰减到 所用的时间。

此时，控制增益为 0.25、0.5、1的减振效果分别为

47.88%、67%、79.63%。

由于在实验测试过程中，调节 LMS工作站

施加的电压信号以及功率放大器的控制增益使

得力传感器反馈回的力信号幅值为 3并不是稳

定的而是在其附近上下波动，从而导致从实验

测试结果来看在受迫振动响应部分施加主动控

制与未控制相比减振效果不明显。但在理论计

算过程中施加的激振力幅值稳定为 3，仿真结果

表明施加主动控制对于受迫振动响应仍有一定

的抑制作用。
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图 10    实验与仿真获得的位移响应对比

Fig. 10    Comparison of displacement responses obtained by experiment and simulation
 
 

3    减振分析

本部分基于创建的复合材料薄板半解析模型，

分析控制增益值和 MFC作动器贴敷位置对主动

控制减振效果的影响。
 

 

表 3    主动控制实验系统仪器设备

Table 3    Instruments and equipment of active control

experiment system

序号 设备名称

1 LMS 16通道便携式数据采集前端

2 LMS. Testlab笔记本工作站

3 功率放大器

4 JZK-2柔性杆激振器

5 基恩士 IL-600激光位移传感器

6 电荷放大器

7 NI-9215电压输入模块

8 NI-9263电压输出模块

9 NI cDAQ-9174机箱

10 品致 HA-820A高压放大器

11 LabVIEW控制端计算机

12 MFC传感器/作动器

航空动力学报 第 39 卷

20220990-10



3.1   控制增益对主动控制的影响

基于式（33）可知控制增益的大小影响反馈

到MFC作动器的控制电压，而控制电压的大小决

定了为结构提供主动阻尼的大小，进而影响了主

动控制的效果。

图 11给出了设定的 3种载荷激励情况下不

同控制增益大小对主动控制效果的影响，可以看

出在 3种载荷下随着控制增益越大主动控制所能

达到的抑振效果越显著。但需要注意的是随着控

制增益的增大控制电压越来越大，而MFC压电材

料具有自己的击穿电压当控制电压过大时会损坏

MFC所以控制增益并不是越大越好，需选取合适。
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图 11    不同控制增益下复合板振动响应对比

Fig. 11    Comparison of vibration response of composite plates under different control gains
 
 

3.2   MFC作动器贴敷位置对主动控制的影响

图 12给出了 MFC作动器 3种不同的贴敷位

置（MFC传感器与作动器并置），本小节将在相同

控制增益以及文中第 2.2节设定的 3种载荷作用

下，分析不同贴敷位置对主动控制效果的影响。

Gv当控制增益取为 =1时，MFC作动器在不

同贴敷位置下的位移振动响应结果如图 13所示。

从图中可以发现，在所设定的激励载荷作用下

MFC贴敷位置越靠近悬臂薄板的根部位置，主动

控制的抑振效果越显著。

图 14给出了指定正弦载荷激励、不同贴敷

位置且无控制下的MFC传感器的传感电压，得到

越靠近悬臂薄板的根部位置传感电压的值越大。

而在相同的控制增益下传感电压的大小影响着最

终作用于作动器上的控制电压，这也就解释了

图 13所呈现出的结果。同样的其余两种载荷激

励下传感电压也会出现类似规律。

为了对 MFC作动器贴敷位置进一步分析，基
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图 12    MFC三种不同的贴敷位置（单位：mm）

Fig. 12    Three different application positions of

MFC （unit: mm）
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图 13    不同作动器贴敷位置复合板振动响应对比

Fig. 13    Comparison of vibration response of composite plates with different actuator application positions
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于 ANSYS建立复合材料悬臂薄板模型并得到结

构的第 1阶模态应变能（见图 15），可以发现越靠

近结构根部位置应变能越大。这也就指导了

MFC作动器的贴敷位置即低阶模态应变能较大

的位置。
 
 

应变能/107

0 0.189 0.378 0.566 0.755

图 15    复合材料悬臂板第 1阶模态应变能

Fig. 15    First order modal strain energy of composite

cantilever plate
  

4    结　论

本文研究贴敷 MFC悬臂纤维增强复合材料

薄板结构的半解析建模方法，以及通过理论及实

验研究了贴敷的 MFC传感器/作动器对该复合板

主动振动控制的效果，得出相关结论如下：

1） 基于经典层合板理论、线性压电本构方程、

Hamilton原理和假设模态法完成了贴敷 MFC复

合材料悬臂薄板半解析建模。建模过程中考虑

了MFC传感器/作动器对悬臂板结构系统质量和

刚度矩阵的贡献，以及同时引入了 Rayleigh阻尼

和速度反馈控制提供的主动阻尼。通过组建的实

验系统对所创建的动力学模型进行了校验，结果

表明理论计算与实验测试得到的固有频率在重点

关注的低频区（1阶及 2阶）最大偏差小于 3%；正

弦激励扰动作用下的理论计算与实验测试获得的

时域振动响应曲线具有较好的一致性，因而可以

证明所创建的复合板动力学模型具有合理性。

2） 设定了阶跃、三角形和正弦这 3种载荷作

为悬臂复合板的扰动载荷，通过所创建的半解析

动力学模型分析了 MFC主动控制对复合板的减

振效果，结果表明，指定的 3种载荷激励下主动控

制对于自由衰减振动的抑制尤为明显。进一步，

同时实验系统及理论模型量化分析在正弦载荷激

励作用下 MFC主动控制对复合板的减振效果，结

果表明控制增益为 0.25、0.5、1的减振效果分别

为 47.88%、67%、79.63%。上述，理论及实验结果

均说明 MFC主动控制在复合板振动抑制方面具

有很好的效果。

3） 基于所创建的贴敷 MFC悬臂复合材料板

半解析动力学模型分析控制增益和 MFC作动器

贴敷位置对主动控制效果的影响。结果表明：在

不损坏 MFC压电材料的前提下控制增益越大主

动控制效果越好；在设定的激励载荷作用下 MFC
贴敷位置越靠近悬臂薄板的根部位置，主动控制

的抑振效果越显著。
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附录 A

1） 贴敷MFC复合材料薄板结构的质量矩阵和刚度矩阵分别表示为
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机电耦合矢量的表达式为
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2） 传感电荷及传感电压计算矩阵可以表示为
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