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偏心旋转环状周期结构参激振动分析
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摘　　　  要：    针对偏心旋转环状周期结构的参激振动问题，利用 Hamilton原理建立了含时变激励的动力学

模型，分析了不同附加支撑的拓扑结构及其参数组合对固有频率分裂的影响，应用 Floquét理论预测了不稳

定域，揭示了固有频率分裂与稳定性的关系，还分析了分组支撑拓扑结构的振动波数、组内夹角及节径夹角

对稳定性的影响，并据此提出一种改善稳定性的方法。结果表明：附加支撑的拓扑结构与波数满足一定条件

时，固有频率发生分裂，参激振动被激起，参激不稳定域主要出现在固有频率及其线性组合处；参激不稳定域

随组内夹角呈现周期性变化，节径夹角对各不稳定域的影响不同。
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Abstract:   A  dynamic  model  with  time-varying  excitation  of  eccentric  rotating  structures  was
established based on Hamilton principle to solve the parametric vibration problem of eccentric rotational
ring-shaped  periodic  structures.  The  influences  of  topological  structures  with  different  supports  and
parameter combinations on natural frequency splitting were analyzed. Floquét theory was used to calculate
the instability regions for different parameters, and the relationship between the natural frequency splitting
and the instability regions was revealed. In addition, the influences of wavenumbers, intergroup angle, and
the  angle  between  the  radius  and  rotary  supports  of  grouping  topology  on  the  stability  were  analyzed,
based  on  which  a  method  for  improving  stability  was  proposed.  The  results  showed  that  natural
frequencies  splitting  and  the  parameter  excitation  arose  when  the  topology  of  the  rotary  supports  and
wavenumbers  met  some  specific  relationships.  The  parametric  instability  mainly  appeared  at  the  natural
frequency and their linear combinations. The instability regions changed periodically with the intergroup
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angle,  and  the  angle  between  the  radius  and  rotary  supports  had  different  influences  on  each  instability
region.

Keywords:   eccentric rotational ring-shaped periodic structures；rotational supports；
parametric vibration；natural frequency splitting；parametric stability

由于结构紧凑，承载均匀，航空航天领域常应

用各类旋转对称部件以实现驱动、传动及能量传

递等功能，如行星传动、滚动轴承、发动机转子

等[1-2]，该类部件均呈现旋转周期结构特征。由于

制造安装误差或某些场合的特殊要求，该类部件

通常呈现偏心旋转状态。在偏心旋转载荷作用下

极易产生振动和噪声问题。

现有文献已针对偏心旋转部件的振动问题开

展了深入研究[3-7]。Badger等 [3] 探讨了砂轮偏心

和跳动对磨削力、波纹度、砂轮磨损和颤振的影

响，并根据磨削参数和偏心率建立了预测砂轮振

动轮廓的模型。岳二团等[4] 研究了气隙偏心对永

磁电动机转子振动的影响，讨论了不同偏心和负

载类型与系统振动的关系。Donát等 [5] 考虑电动

机定子和转子之间的机电耦联作用，研究了由转

子组件偏心安装导致的气隙偏心对系统的影响。

Hashemi等 [6] 利用应变梯度理论研究了考虑陀螺

效应和转动惯量的偏心微转轴的三维弯曲振动，

并利用 Galerkin法得到固有频率及偏心激励下的

振幅。Liang等 [7] 针对偏心电磁谐波齿轮传动系

统，建立了变形和振动方程，研究了柔性环的位

移分布及偏心距等参数对固有频率的影响。

在旋转支撑作用下，周期结构通常呈现参激

振动。为了获得响应的近似解析解，前人通常采

用摄动法求解参激振动问题。Canchi等[8] 应用多

尺度法研究了圆环弯曲振动的参数不稳定特性。

Wu等 [9] 利用摄动法和 Galerkin离散推导了弹性

支撑下圆环的固有频率和振型表达式，并研究了

不同支撑参数对固有频率的影响。另外，还有学

者利用数值法研究参激振动问题。Zhang等[10] 利

用 Floquét理论分析了刚性转子-轴承系统的稳定

性，讨论了不平衡力、轴承载荷等对不稳定域的

影响。黄迪山等[11] 针对二自由度参数振动问题，

利用三角级数逼近方法，成功解决了振动求解问

题。辛健强等[12] 利用有限元法建立了时变转速

下裂纹圆柱壳的有限元模型，并利用 Bolotin方法

分析了参数稳定性，研究了不同参数对不稳定域

的影响规律。Dai等[13] 分析了受周期轴向载荷的

旋转圆柱壳的参数稳定性，并利用 Floquét理论确

定了参数失稳区。Zhao等 [14] 采用解析和数值方

法研究了双环结构的参激振动，揭示了基本参数

与系统失稳的关系。值得注意的是，目前关于偏

心旋转部件的参激振动问题的研究还相对较少。

本文拟研究偏心旋转环状周期结构的参激振

动。首先，利用能量法建立考虑移动支撑的解析

动力学模型，然后采用经典振动理论分析不同支

撑拓扑结构与固有频率分裂的映射关系，最后利

用 Floquét理论预测系统的不稳定域，分析旋转支

撑拓扑结构、组内夹角和节径夹角等对不稳定域

的影响，并据此提出抑制参激不稳定的方法。 

1    数学建模
 

1.1   模型描述

O′

∈

图 1为偏心旋转环状周期结构的几何模型，

该结构绕其几何中心 O以角速度 Ω顺时针自转，

同时还绕偏心 以角速度 Ωa 沿固定刚性轨道逆

时针公转。圆环内侧受离散移动支撑 kj 作用，且

各支撑以相同的转速 Ωr 绕几何中心 O旋转，各支

撑与半径的夹角均为 β（β [−π/2, π/2]）。不失一般

性，可将支撑刚度的分布规律表示为 k（θ, t）。
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图 1    偏心旋转环状周期结构几何模型

Fig. 1    Geometric model of an eccentric rotating ring-shaped

periodic structure
 

O′-rφz′ O-rθz
O′

O′O

为了便于描述运动，图 1建立了惯性坐标系

及随动坐标系 ，两坐标系的极点分别

位于几何中心 O和偏心 ，随动坐标系的极轴沿

方向。圆环中性面上任意一点（r, θ）处的切向

和径向位移分别为 u和 v，er、eθ、ez 分别为径向、
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切向和轴向单位矢量。R、R′、d、b、h、E和 ρ分

别表示圆环中性圆半径、偏心半径、偏心距、轴

向厚度、径向厚度、弹性模量和密度。 

1.2   内力分布

在圆环偏心运动的过程中，假设圆环与轨道

之间无相对滑动，则圆环的自转与公转转速满足

ΩR = Ωa（R+d） （1）

由文献 [15]可知，偏心运动时，圆环中性面上

任一点（r, θ）处的切向和径向离心力分别为Fcu = ρAΩ2d sin θ
Fcv = ρAR（Ω2+Ω2

a）+ρAΩ
2
ad cos θ

（2）

另外，轨道对圆环的支反力为

Fb = dΩ2
a

w 2π

0
ρARdθ （3）

离心力和轨道支反力引起的内力分布可由叠

加法分别求得，径向和切向力产生的内力分布分

别为[16]
f1（θ）= −

1
2π

[
（π− θ）sin θ+

cos θ
2

]
f2（θ）=

1
2π

[
（π− θ）cos θ+

sin θ
2

] （4）

综上可得圆环的切向内力为

Fθ = Fθv+Fθu+Fθb （5）

Fθv Fθu Fθb其中 、 和 分别代表由径向离心力、切向

离心力和轨道支反力产生的内力分布。

如图 2所示，可由（0, θ）和（θ, 2π）两部分叠加

求得切向离心力产生的内力分布
 
 

Fcu(θ)

(a) 切向离心力 (b) 径向离心力

Fcv(θ)

θ θ
O O

(r, θ) (r, θ)

r r

图 2    离心力产生的内力分布

Fig. 2    Distributions of internal forces produced by

centrifugal forces
 

Fθu=
w θ

0
Fcu（α）· f2（θ−α）Rdα+w 2π−θ

0
Fcu（θ+α）· f2（2π−α）Rdα （6）

同理，径向离心力为

Fθv=
w θ

0
Fcv（α）· f1（θ−α）Rdα+w 2π−θ

0
Fcv（θ+α）· f1（2π−α）Rdα （7）

轨道支反力产生的内力分布为

Fθb= f1（θ）·Fb （8）
 

1.3   能量表达

如图 1所示，随动坐标系下（r, θ）处的位置矢

量和偏心距位置矢量可分别表示为 r =（R+ v）er +ueθ
OO′ = d cos θer −d sin θeθ

（9）

va则圆环上（r, θ）处的速度 可表示为

va = vc+ vr （10）

va vc vr其中 为合成速度， 为相对速度， 为牵连速度，

且有

vc =
d
dt

[
（R+ v）er +ueθ

]
，vr =Ωa×OO′

因此，圆环的动能为

T =
1
2

b
w R+

h
2

R− h
2

w 2π

0
ρ|va|2rdθdr （11）

圆环的势能包括弹性振动引起的应变能 U1、

由离心力产生的应变能 U2 和由附加支撑引起的

弹性势能 U3。在平面应变状态下，（r, θ）处的切向

应变为[17]

εθ = εlθ +
1
2

[
（εlθ）

2
+（ϕz）

2
]
+

r−R
R
· ∂ϕz
∂θ

（12）

ϕz式中 为轴向扭角，且

εlθ =
1
R

(
v+
∂u
∂θ

)
，ϕz =

1
R

(
u− ∂v
∂θ

)
则

U1 = b
w 2π

0

w R+
h
2

R− h
2

1
2

Eε2
θrdrdθ （13）

式中 A=bh，表示圆环截面积，I=bh3/12，为圆环主

惯性矩。离心力产生的应变能可表示为

U2 =
w 2π

0
Fθ

{
εlθ +

1
2

[
（εlθ）

2
+（ϕz）

2
]}

Rdθ （14）

附加支撑产生的弹性势能为

U3 =
1
2

w 2π

0
k（θ, t）·（usin β+ vcos β）2dθ （15）

综上，圆环势能可表示为
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Ur = U1+U2+U3 （16）
 

1.4   数学模型

由于系统中仅存在保守力，为保守系统，这里

可利用 Hamilton原理建模，有

δ
w t2

t1
（T −Ur）dt = 0 （17）

Ω = ωmΩv（ωm =
√
ρAR4/EI）

Ωa = ωmΩav t̄ = t/ωm ū = u/R v̄ = v/R k̄ = kR/EA

将式（11）和式（16）代入式（17），求解变分极

值问题，并通过引入 ，

， ， ， 和 ，

进行无量纲运算，忽略非线性项和方程右端项，

t̄ ū v̄ k̄

进而得到无量纲自由振动动力学模型。为了表达

方便，采用 t、u、v和 k分别代替 、 、 和 ，最终

可得

M1 q̈+G1 q̇+（K0+K1+ D）q = 0 （18）

式中

q =
[

u
v

]
，G1 = 2Ωv


∂

∂θ
1

−1
∂

∂θ



K0 =


Ω2

av−
(

AR2

I
+1+Ω2

av

)
∂2

∂θ2(
2Ω2

av+
AR2

I

)
∂

∂θ
− ∂

3

∂θ3

∂3

∂θ3
−

(
2Ω2

av+
AR2

I

)
∂

∂θ

AR2

I
+Ω2

av

(
1− ∂

2

∂θ2

)
+
∂4

∂θ4


K1 = k


AR2sin2β

I
AR2 sin2β

2I

AR2 sin2β
2I

AR2cos2β

I



D =
dΩ2

av

R


f1

(
∂2

∂θ2
−1

)
+ f2

∂

∂θ
f2+2 f1

∂

∂θ

−
(

f2+2 f1
∂

∂θ

)
f1

(
∂2

∂θ2
−1

)
+ f2

∂

∂θ


f1 =（π− θ）sin θ+

cos θ
2
， f2 =（π− θ）cos θ− 3sin θ

2

其中 M1 为质量算子矩阵，为 2阶单位矩阵，G1 为

阻尼算子矩阵，K0 为刚度算子矩阵，K1 为附加支

撑刚度算子矩阵，D为支反力产生的附加刚度算

子矩阵。 

2    方程离散
 

2.1   均布支撑

假设 N个弹簧支撑沿圆环周向等间隔分布，

刚度大小均为 k0，则支撑刚度分布函数可表示为

k = k0

N∑
j=1

δ（θ− θ j−Ωrt+2mπ） （19）

式中 δ表示 Dirac’s delta函数，用于描述离散支撑

位置， θj=2π（j−1）/N，表示初始时刻第 j （j=1, 2, 3, ···,
N） 个 支 撑 的 位 置 ， m为 整 数 ， 且 0≤θ−θj−Ωrt+
2mπ≤2π。

应用 Galerkin方法 [18] 对数学模型进行离散，

为此假设 u（θ, t）= Ueinθ + Ũe−inθ

v（θ, t）= Veinθ + Ṽe−inθ
（20）

式中 i为虚数单位，“～”表示复共轭，且 U、V均

为时间的复函数，有U = xu+ iyu
V = xv+ iyv

式中 xu、yu、xv 和 yv 均为时间的实函数，定义内积

⟨x,y⟩ =
w 2π

0
xỹdθ （21）

einθ

将式（19）和式（20）代入式（18），然后将其与

做内积运算，之后分离虚实部，并写为矩阵形

式，可得

M2 q̈1+G2 q̇1+Kjq1 = 0 （22）

q1 =
[

xu yu xv yv
]T

G2 =


0 −2nΩv 2Ωv 0

2nΩv 0 0 2Ωv

−2Ωv 0 0 −2nΩv

0 −2Ωv 2nΩv 0



Kj =


K11
j K12

j K13
j K14

j

K21
j K22

j K23
j K24

j

K31
j K32

j K33
j K34

j

K41
j K42

j K43
j K44

j


式中 M2 为质量矩阵，是 4阶单位矩阵，G2 为陀螺

矩阵，Kj 为刚度矩阵，且

K11
j = A1+A2+A3+（N +A8）A6

K22
j = A1+A2−A3+（N −A8）A6

K33
j = A1+A3+A4+（N +A8）A7
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K44
j = A1−A3+A4+（N −A8）A7

K12
j = −A6A9，K13

j =（N +A8）A5

K14
j = −B1−A5A9，K23

j = B1−A5A9

K24
j =（N −A8）A5，K34

j = −A7A9

K21
j = K12

j ，K31
j = K13

j ，K32
j = K23

j

K41
j = K14

j ，K42
j = K24

j ，K43
j = K34

j

A1 =
Ω2

av（R−d）（1+n2）

R
，A2 = n2

(
AR2

I
+1

)

A3 =
dΩ2

av（n2−1）
R（1−4n2）

，A4 = n4+
AR2

I

A5 =
AR2k0 sin2β

4πI
，A6 =

AR2k0sin2β

2πI

A7 =
k0AR2cos2β

2πI
，A8 = cos2nΩrt

N∑
j=1

cos2nθ j

A9 = sin2nΩrt
N∑

j=1

cos2nθ j

B1 = n
[
2（d−R）Ω2

av

R
−

(
n2+

AR2

I

)]

A8 = N cos2nΩrt

A9 = N sin2nΩrt

根据三角函数的加和性质，当 2n/N不为整数时，

A8 和 A9 均为 0，当 2n/N为整数时， ，

。 

2.2   分组支撑

若支撑共有 N1 组，每组内有 N2 个弹簧，支撑

刚度大小均为 k0，则其分布函数可写为

k = k0

N1∑
p=1

N2∑
q=1

δ（θ− θp,q−Ωrt+2mπ） （23）

式中 θp,q（θp,q=2π（p−1） /N1+（q−1） φ）为 t=0时第 p
（p=1, 2, 3,···, N1）组内的第 q （q=1, 2, 3,···, N2）个支

撑的位置角，φ表示同一组内相邻两支撑之间的

夹角，其取值满足 0<φ <2π/[N1（N2−1）]，m为整数，

其 取 值 满足 0≤θ−θp,q−Ωrt+2mπ≤2π。 仍 然 采 用

Galerkin方法对方程进行离散，可得与式（22）相
似的结果。由于支撑刚度仅影响刚度矩阵，故两

者只有刚度矩阵不同，即

M2 q̈1+G2 q̇1+Kfq1 = 0 （24）

Kf =


K11
f K12

f K13
f K14

f

K21
f K22

f K23
f K24

f

K31
f K32

f K33
f K34

f

K41
f K42

f K43
f K44

f


K11
f = A1+A2+A3+（N1N2+A′8）A6

K22
f = A1+A2−A3+（N1N2−A′8）A6

K33
f = A1+A3+A4+（N1N2+A′8）A7

K44
f = A1−A3+A4+（N1N2−A′8）A7

K12
f = −A6A′9, K13

f =（N1N2+A′8）A5

K14
f = −B1−A5A′9, K23

f = B1−A5A′9

K24
f =（N1N2−A′8）A5, K34

f = −A7A′9

K21
f = K12

f , K31
f = K13

f , K32
f = K23

f

K41
f = K14

f , K42
f = K24

f , K43
f = K34

f

A′8 =
N1∑
p=1

N2∑
q=1

cos2n（θp,q+Ωrt）

A′9 =
N1∑
p=1

N2∑
q=1

sin2n（θp,q+Ωrt）

A′8 A′9

A′8
A′9

与均布模型相比，此处的 和 的取值难以通过

波数和支撑个数的关系来判定，其取值还受支撑

组内参数的影响，表 1给出了不同参数组合下

和 的取值。 

 

表 1    不同波数和支撑参数下矩阵元素取值

Table 1    Values of matrix elements for different wavenumbers and support parameters

2n/N1 n，N2，φ A′8 A′9

不为整数 0 0

为整数

sinnN2φ = 0 sinnφ , 0,  0 0

sinnφ = 0 N1N2 cos2nΩrt N1N2 sin2nΩrt

sinnN2φ , 0 sinnφ , 0, 
N1 sin N2nφcos

[
2nΩrt+（N2 −1）nφ

]
sinnφ

N1 sin N2nφsin
[
2nΩrt+（N2 −1）nφ

]
sinnφ
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3    动力学特性
 

3.1   基本参数

表 2给出了一个典型偏心旋转环状周期结构

的参数，其中圆环的径厚比满足薄环假设。下面

将根据表 2和式（22）和式（24）研究系统的动力学

特性。若无特别说明，下文所用参数均以表 2为

准。为便于分析计算，刚度、圆环转速、支撑转速

等均采用无量纲参数。根据无量纲过程，这里用

偏心率 η表征偏心程度，且 η=d/R。
 
 

表 2    偏心环状周期结构基本参数

Table 2    Parameters of an eccentric ring-shaped

periodic structure

参数 取值

中性圆半径 R/10−2 m 3.00
径向厚度 h/10−3 m 2.00
轴向厚度 b/10−3 m 5.00
弹性模量 E/1011 Pa 2.06
密度 ρ/103 （kg/m3） 7.85

偏心率 η 1/3
节径夹角 β π/8
刚度 k0 0.5

  

3.2   固有频率

根据经典振动学理论，可通过改写式（22）和

式（24）得到特征方程，进而求解系统特征值，得到

固有频率。由于主要讨论刚度拓扑结构引起的固

有频率分裂，重点关注静止圆环的固有频率分裂

规律。图 3描述了不同支撑刚度拓扑结构下圆环

转速、支撑个数和波数对固有频率的影响。图中

分别给出了系统的第 1阶、第 2阶固有频率，实

线与虚线分别表示正、余弦模态。图 3（a）和图

3（b）描述了支撑刚度均布时固有频率随圆环自转

转速的变化情况。在图 3（a）中，2n/N=2×3/6=1，
为整数，固有频率在圆环静止时分裂，即：支撑刚度

引起了固有频率分裂。而在图3（b）中2n/N=2×3/4=3/2，
不为整数，固有频率重合。

在分组支撑下，固有频率分裂不仅受 2n/N1

的影响，还与组内参数有关 [19]。图 3（c）～图 3（f）
描述了分组支撑下固有频率随圆环自转转速的变

化规律，当 2n/N1 不为整数时，如图 3（c）所示，固

有频率重合；当 2n/N1 为整数时，固有频率是否分

裂还取决于支撑的组内参数，例如在图 3（d）中，

2n/N1=2×3/2=3为整数，sin nφ=sin π=0，此时固有

频率分裂；在图 3（e）中，2n/N1 为整数，但 sin nφ≠0
且 sin nN2φ=0，固有频率重合；对于图 3（f），2n/N1

为整数，sin nφ≠0且 sin nN2φ≠0，支撑刚度引起固

有频率分裂。综上可得固有频率的具体分裂规律，

如表 3所示，该规律与文献 [19]一致。根据表 3
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图 3    固有频率随圆环自转转速变化规律

Fig. 3    Natural frequencies versus rotation speed of the ring
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可知，在附加支撑均布时，可直观地通过 2n/N是

否为整数来判别支撑刚度是否引起频率分裂，而

在支撑分组分布时，除了分组数 N1，还需要判别

组内参数的关系才可预测固有频率是否分裂。
 

3.3   动力学稳定性

由于式（22）与式（24）均具有时变特征，无法

求得解析解，因此采用 Floquét理论预测系统的稳

定性，并求解响应。经简单分析可知，当支撑刚

度未引起固有频率分裂时，参激受到抑制，不予

考虑。可将式（22）与式（24）改写为

Q̇ = A（t）Q （25）

Q（t）=
[

qT
1 q̇T

1

]T
，A（t + Tm）= A（t）

A（t）=
 0 I
−Kb −G2



A′8 A′9

式中 Q（t）为包含状态变量的 8×1矩阵，0与 I分
别为零矩阵和单位矩阵，Kb 为刚度矩阵，均布支

撑下 Kb=Kj，分组支撑下 Kb=Kf，G2 为陀螺矩阵。

由式（22）与式（24）可知，A（t）中的时变项分别为

A8、A9 和 、 ，它们拥有共同的时变频率 ωt=

2nΩr，故 A（t）为周期矩阵，时变周期为 Tt=2π/ωt，

可根据 Floquét理论，通过周期矩阵近似构造转换

矩阵，进而根据特征乘子判别系统的稳定性 [20]。

根据表 2和式（25）可得系统不稳定域。在计算过

程中，圆环的自转转速取 Ωv=10。
图 4为不同拓扑结构下系统不稳定域随支撑

转速和刚度的变化情况。其中，图 4（a）和图 4 （b）
为均布刚度支撑下系统的不稳定域，图 4（c）和图

4 （d）为分组刚度支撑下的不稳定域。可以看出，

系统存在 3个不稳定域，为了表述方便，根据支撑

转速分别用低频不稳定域、中频不稳定域和高频

不稳定域表示，依次对应 ωt=2ωn1、ωt= ωn1+ωn2 和
ωt=2ωn2，其中，ωn1 与 ωn2 分别为系统的第 1、2阶

 

表 3    固有频率分裂规律

Table 3    Natural frequency splitting rules

支撑刚度
拓扑结构

参数组合 固有频率

均布
2n/N不为整数 重合

2n/N为整数 分裂

分组

2n/N1不为整数 重合

2n/N1 sinnφ , 0 sinnN2φ = 0为整数,  ,  重合

2n/N1 sinnφ , 0 sinnN2φ , 0为整数,  ,  分裂

2n/N1 sinnφ = 0为整数,  分裂
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图 4    参激不稳定域

Fig. 4    Parametric instability regions
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正弦模态固有频率。

经对比发现，低频不稳定域最大，随着支撑刚

度转速的增大，不稳定域依次变窄，不稳定程度

依次降低；随着支撑刚度的增大，各不稳定域扩

大，不稳定性增加，这是由于随着刚度的增大，

式（22）和式（24）中参激项的系数逐渐增大，使得

参激不稳定程度加剧。另外，随着支撑刚度变大，

3个不稳定域逐渐靠拢，该现象在分组时尤为显

著。图中给出了 k0=2处低频不稳定域的范围，对

比可知，n=3时的不稳定域明显较 n=2时的不稳

定域窄。 

3.4   结果验证

为了验证不稳定域的正确性，这里选取图 4（a）
中的点，通过 4阶变步长 Runge-Kutta法求解响应。

图 5为图 4（a）的俯视图，图中共选取了 6个验证

点，其中Ⅰ、Ⅲ、Ⅴ分别位于 3个不稳定域，Ⅱ、Ⅳ、

Ⅵ均位于稳定域。各点的参数组合（Ωr, k0）分别

为Ⅰ（10, 1.6）、Ⅱ（15, 0.4）、Ⅲ（30, 1）、Ⅳ（40, 1.3）、
Ⅴ（48, 1.8）和Ⅵ（55, 0.8）。

图 6为各参考点时域动态响应。可以看到，

图 6（a）、图 6（c）和图 6（e）呈现颤振不稳定特征，

其余各图均呈现出稳态响应特征。数值计算结果

与预测结果相符。

图 4描述了小偏心距（η<1）时的参激不稳定

域，工程实际中也通常出现大偏心距（η>1）的情

况，图 7和图 8分别描述了大偏心距时均布支撑

且不同波数下系统的稳态和非稳态响应，其中偏

心率 η=6，刚度 k0=0.2。图中实线表示圆环变形前

的形状，虚线表示圆环变形后形状。为了描述圆

环的真实运动状态，图中截取了圆环在轨道上公

转至轨道不同位置时的振动响应。对比图 7和

图 8可知，在相同的初始条件下，圆环的稳态和非
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图 5    不稳定域验证点

Fig. 5    Verification points of the instability regions
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图 6    验证点的时域动态响应
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稳态响应随时间呈现不同的变化。在图 7中，由

于各参数区间落在稳定域，因此圆环变形始终处

于一定范围内；反之，图 8中的各参数区间落在非

稳定域，随着时间的推移，圆环的变形越来越大，

直至失稳。
 

3.5   参激振动分析

当旋转支撑刚度呈分组分布时，除了支撑的

组数 N1 和组内个数 N2，组内夹角 φ也是影响稳定

域的重要因素之一。图 9描述了支撑转速和组内

夹角对不稳定性的影响。可以看出，3个不稳定

域随组内夹角增大均呈现周期性变化。在图 9（a）

的 φ=π/2处和图 9（c）的 φ=π/3处，系统分别由参

数组合为{n, N1, N2}={2, 2, 2}和{3, 3, 2}的分组分

布，退化为参数组合为{n, N}={2, 4}和{3, 6}的均

匀分布，退化后的参数 2n/N为整数且 N=N1N2，不

稳定域最大；在图 9（b）的 φ=π/4处和图 9（d）的

φ=π/9处，系统分别由参数组合为{n, N1, N2}={2, 4,

2}和{3,  6,  3}的分组分布退化为参数组合为{n,

N}={2,  8}和 {3,  18}的均匀分布 ，退化后的参数

2n/N不为整数，此时系统稳定。
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图 8    不同波数下的不稳定响应

Fig. 8    Unstable responses for different wavenumbers
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图 9    组内夹角对参数不稳定的影响

Fig. 9    Influences of intergroup angle on instability regions
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综上所述，在分组拓扑结构中，若 2n/（N1N2）

为整数，应避免采用均布结构以提高系统的稳定

性；反之，若 2n/（N1N2）不为整数，则可考虑将支撑

形式由分组改为均布以提高系统的稳定性。除了

上述退化情形，图 9中不稳定域最小的位置均出

现在 sin nN2φ=0处，此时方程中参激项的系数为

零，参激被抑制。故在系统不退化的前提下，可

使参数尽量满足 sin nN2φ=0以提高稳定性。

支撑刚度的节径夹角 β对参数不稳定域的影

响如图 10所示，其中图 10（a）与图 10（b）分别为

支撑均布和分组的情况。不同于组内夹角，节径

夹角对 3个稳定域的影响并不一致。对于低频不

稳定域，当 β=0°时，不稳定域最大，不稳定程度最

高；反之，对于高频情形，β=0°时不稳定域最窄，不

稳定程度最低；中频不稳定域表现为低频和高频

的组合结果。该现象源于 3个不稳定域对应不同

类型的固有频率，其中低频不稳定域对应圆环的

1阶正弦模态固有频率，β=0°时，支撑沿径向，激

起圆环的 1阶振动，不稳定域最大；而高频不稳定

域对应 2阶正弦模态固有频率，β=0°时，圆环的 2
阶振动被抑制，不稳定域最小。在工程中可通过

改变节径夹角以提高稳定性。
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图 10    节径夹角对参数不稳定的影响

Fig. 10    Influences of angle between the radius and rotary supports on parametric instability
 
 

4    结　论

本文以工程实际中常见的偏心环状结构为对

象，研究了该结构在均布和分组附加支撑下的参

激振动问题。主要工作及结论如下：

1） 考虑旋转支撑刚度和偏心公转的影响，利

用 Hamilton原理和 Galerkin离散建立了不同刚度

拓扑结构下的时变动力学模型。

2）  均布和分组附加支撑均影响固有频率分

裂。对于均布支撑，固有频率是否分裂仅取决于

2n/N是否为整数；而对于分组支撑，固有频率是

否分裂不仅取决于波数和分组数，还受组内参数

影响。

3）  基于时变动力学模型，采用 Floquét理论

预测了不同参数下的不稳定域，并利用变步长

Runge-Kutta法验证了结果。另外，揭示了组内夹
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角和节径夹角对不稳定域的影响规律，并据此提

出了改善系统稳定性的方法。
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