
 
文章编号：1000-8055（2023）12-2982-09　　　　　　　　　　doi：10.13224/j.cnki.jasp.20210568

Ease-off拓扑修形斜齿轮齿面黏着磨损计算方法

王永强，魏冰阳，谢学凯，李家琦

（河南科技大学 机电工程学院，河南 洛阳 471003）

摘　　　  要：    从 ease-off差曲面拓扑修形出发，对变位斜齿轮啮合参数进行了解析，获得了齿面接触、运动

与力学参数；应用离散接触线有限元，拟赫兹点接触仿真，解决了齿面边缘接触应力集中的求解问题；利用经

典摩擦磨损计算模型，快捷求解了齿面瞬时接触线上的动态磨损系数，获得了两齿面磨损量三维分布云图。

结果表明：主动轮齿根处磨损量远超齿顶处，从动轮齿顶处磨损略大于齿根处 ;主动轮啮入区磨损变化剧烈，

啮出区磨损均匀，从动轮啮入区与啮出区磨损量无明显差异；抛物线修形，使齿面的磨损向齿宽中部集中，有

利于改善齿面的磨损分布。选用合适的变位系数、修形量能够调整齿面的磨损分布，延长齿面的精度寿命。

为变位、修形多变量耦合斜齿轮磨损计算、减摩设计提供了理论方法。
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Ease-off surface topological modification of helical gear tooth surface
calculation method of adhesive wear

WANG Yongqiang， WEI Bingyang， XIE Xuekai， LI Jiaqi

（School of Mechatronics Engineering，

Henan University of Science and Technology，Luoyang Henan 471003，China）

Abstract:   Based on ease-off surface topology, the meshing parameters of modified helical gear were
analyzed,  and  the  tooth  contact,  motion  and  mechanical  parameters  of  gear  surface  were  obtained.  The

discrete contact line finite element method simulating the point contact of Quasi Hertz was used, and the

problem of stress concentration in instantaneous contact zone of tooth surface boundary was solved; using

the classical friction and wear modthe dynamic wear coefficient on the instantaneous contact line of tooth

surface was solved quickly. The 3D distribution nephogram wear of two tooth surfaces was obtained. The

results showed that the wear at the root of the pinion gear was far greater than that at the tip, and the wear

at the top of the gear was slightly greater than that at the root of the tooth. Engaging-in of the pinion wore a

lot,  while  the  engaging-out  wore  uniformly.  The  wear  change  of  the  gear  in  the  meshing  area  was  not

obvious.  Parabolic  modification made the wear  of  tooth surface concentrated to  the  middle  part  of  tooth

width, helping to improve the wear distribution of tooth surface. The wear distribution of the tooth surface

can  be  adjusted  and  the  precision  life  of  the  tooth  surface  can  be  prolonged  by  selecting  appropriate

modification  coefficient  and  modification  quantity.  It  could  provide  a  theoretical  method  for  wear

calculation  and  friction  reduction  design  of  modified  and  multivariable  coupling  helical  gear  conditions

such as displacement modification.
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齿轮的摩擦磨损贯穿齿轮的全生命周期，磨

损不仅改变齿面形貌和载荷分布，还会增大传动

误差、降低传动精度，引起振动与噪声，更严重的

将诱发或加速齿轮失效[1-2]。

考虑两齿轮摩擦副的硬度近似相等，所以在

研究齿轮磨损时，以黏着磨损为主。磨损计算公

式以 Archard模型使用最广 [3]。Flodin等提出了

单点观测法，计算了渐开线直齿轮、斜齿轮的磨

损[4-5]。Flodin等采用切片法，计算了斜齿轮的磨

损[6]。文献 [7]考虑油膜厚度对齿廓线上磨损的

影响，提出了磨损系数的近似解模型。文献 [8]
通过实验确定了不同条件下的磨损系数，给出了

估算 Archard磨损系数的回归公式。文献 [9]考
虑了动态磨损系数，计算了直齿轮的磨损分布。

文献 [10]提出了热-弹-流磨损分析模型，预测并

验证了其齿面磨损率。何荣国等分析了温度对磨

损的影响[11]。刘先增等综合运用 Hertz接触理论

和 Archard磨损公式，建立了渐开线斜齿轮齿面

磨损模型，并进行了数值仿真[12]。周长江等采用

反向圆锥滚子等效接触模型并结合 Archard磨损

计算式，给出了标准斜齿轮齿面磨损的计算

方法[13]。

文献 [14]基于 ease-off拓扑，采用二次修形

解决了弧齿锥齿轮高阶传动误差拓扑分析的问题。

文献 [15]利用鼓形修形解决了直齿锥齿轮安装

误差敏感性设计与预控的问题。文献 [16]基于

ease-off差曲面分析，给出了曲面综合弧齿锥齿轮

加工参数计算方法。文献 [17]求解了齿面瞬时

接触线上的油膜厚度、摩擦因数，获得了齿面摩

擦功耗分布规律与变化历程。文献 [18-19]基于

ease-off拓扑修形，进行了准双曲面齿轮的减摩抗

磨设计，同时以磨损最小为优化目标，进行了直

齿锥齿轮的 ease-off拓扑设计。上述研究针对标

准直齿、斜齿轮磨损计算居多，且在磨损计算时

把磨损系数作为定值，没有考虑变位与修形的影

响，与实际传动不符。

为此，本文从 ease-off拓扑修形出发，利用

拟赫兹点接触求解，解决了修形后点接触齿面

载荷分布、动态磨损系数计算问题，给出了从

ease-off曲面修形分析到全齿面磨损分布的完整

计算流程，为点接触齿面的磨损计算提供了便

利的手段。

 1    啮合曲面之间的映射

p−（u,v,w）

δ（u,v）

假设一平面齿条 Σ0 与齿面相切，则该齿条面

可作为齿面映射平面（图 1） ，构建坐标系为

的 ease-off曲面。直廓齿条产成标准

渐开线齿面 Σs，拓扑修形齿面 Σi 采用二阶抛物面

产成实现。Σs、Σi 两者之差 形成了 ease-off
曲面（图 2）。

 
 

δ(u, v)

v

w

u

Σi Σs Σ0

图 1    齿面坐标映射

Fig. 1    Coordinate mapping of tooth surface
 

 
 

z d

v齿
廓
方
向

u齿宽方向

图 2    Ease-off曲面

Fig. 2    Ease-off surface
 

u、v现以 为参数构建齿条面方程：

w（u,v）= a0+a1u2+a2uv+a3v2 （1）

a1 a2

a3

该式表示抛物面，式中 控制齿廓修形； 控

制扭转修形； 控制齿向修形。

以齿条平面 Σ0 为公切平面做映射，得到主动

轮拓扑修形的差曲面 ease-off（1）、从动轮差曲面

ease-off（2），两者差曲面的代数和，为主动轮相对

从动轮共轭啮合的差曲面 ease-off（图 3）。在图 3
中，u代表齿宽方向，v代表齿廓方向，zd 为两轮

ease-off曲面上的离差，由 ease-off曲面可得到齿

面接触点的曲率参数[13]，为赫兹接触、滑移比、摩

擦磨损计算提供几何数据。
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z d

u齿
宽
方
向

v齿廓方向

迹点
差曲线

图 3    差曲面 ease-off

Fig. 3    Ease-off for gear surface
 

 2    参数计算

 2.1   曲率参数

si（ui,vi,zdi）

齿面每一啮合位置都对应 ease-off曲面上一

条差曲线 ，如图 2所示。差曲线反映

了两齿轮齿面经抛物线修形后由线接触转变为点

接触的特征，其曲率数值决定了齿面瞬时接触椭

圆长轴的大小和方向。

与差曲线垂直方向为瞬时接触椭圆短轴方向，

其数值为啮合接触点的等效曲率半径，由微分几

何曲率计算公式得到：

1
Rb j
=
∑
i=p,g

LT 2
b +2MTb+N

ET 2
b +2FTb+G

（2）

Tb j du/dv

Rb j

式中 为相应方向的 比值，L、M、N、E、F、

G为微分几何第一、第二基本量， 为接触单元

的法向差曲率半径。

 2.2   滑移比计算

dφ1

对于渐开线齿轮副，其啮合点的滑动系数可

直接用齿廓几何尺寸得到。如图 4所示，当齿轮

1绕 O1 转过角度 时，齿轮 2绕 O2 转过角度

dφ2 = dφ1/ i12

ρ1 N1K ρ2

N2K

，其中 N1、N2 为两齿轮啮合时的理论

啮合极限位置，B1、B2 为两齿轮实际啮合时的啮

入与啮出点，K为瞬时啮合点，设 （即 ）和

（即 ）为两轮齿廓啮合点处的曲率半径，则滑

移比为

µ1 =
ds1−ds2

ds1
= 1− ρ2dφ2

ρ1dφ1
= 1− i21

ρ2

ρ1
（3）

N1N2

式（3）为标准渐开线直齿轮滑移比的计算公

式，需要计算瞬时接触位置两齿廓的接触曲率半

径，计算较麻烦，且无法应用于修形斜齿轮。齿

面修形后， 不再是直线，两齿面的滑移比将

发生变化，为此采用一种更通用的方法，通过空

间啮合运动速度直接计算滑移比。

主动轮与从动轮旋转速度为

V1 = ω1× r1 V2 = ω2× r2 （4）

其中下标 1、2分别表示主动轮和从动轮。在

图 5中，K点为两齿轮的瞬时啮合点，V1、V2 为两

齿轮在啮合点的速度，V1、V2 可以分别分解为法

向速度 Vt 及切向速度 u1、u2，Vs 为两轮在切向的

相对速度，在法平面内，啮合点的运动速度矢量

如图 5所示。
  

n

V2

K
u1

u2V1

Vt

Vs

图 5    啮合点的运动矢量图

Fig. 5    Motion vector diagram of meshing point
 

接触点的滑动速度为

vs = |u1−u2| （5）

Vt = n · |V1| = n · |V2| u1 = V1−Vt u2 = V2−Vt其中 ， ， 。

滑移比

µ1 =
u1−u2

u1
µ′

2
=

u1−u2

u2
（6）

因齿轮 1与齿轮 2的齿廓参与啮合的次数不

同，所以在连续运转过程中，大齿轮齿廓的滑动

系数应修正为

µ2 = i21u′2 = i21 ·
u1−u2

u2
（7）

滑动系数的绝对值是表征相对磨损程度的指

 

O2

dφ1

dφ2

N1B2B1
N2

KP

ω2

O1

ω1

图 4    主动轮和从动轮滑移比计算

Fig. 4    Calculation of driving wheel and slave wheel slip ratio
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标之一，其正负号表示滑动的方向。

 2.3   点接触齿面的载荷应力计算

∆l

点接触齿面受载，瞬时接触区存在图 6所示

的 3种情况，除了中间图 6（a）瞬时接触椭圆完整

外，图 6（b）与图 6（c）瞬时接触椭圆会出现一端畸

变或两端畸变，即在齿面边缘出现了应力集中。

为解决上述问题，把接触区离散为有限个线接触

单元[20]，用微小单元拟合逼近瞬时接触区，如图 7
所示。基于 ease-off拓扑结构，任意接触区等效

为圆柱体同平面的接触。假设每个离散单元的长

度都为 ，每一单元按均布载荷计算

q j = f j/∆l （8）

赫兹接触半宽（单位：mm）

aH =

 
4 ·Fb j ·Rb j

π ·Eq
（9）

Fb j Eq式中 为啮合点正压力， 为啮合点等效弹性模量。
  

(b)

(a)

(c)

图 6    瞬时接触形变区假设

Fig. 6    Instantaneous contact deformation region hypothesis
  

Δl

fj

F−Σ[ f1, f2, …, fm]

Line-off方向

图 7    离散单元接触模型

Fig. 7    Discrete element contact model
 

应力沿接触区宽度 y方向上的分布（单位：MPa）

py = 182.38
…

q j

Rb j
·
 

1− y2

a2
H

（10）

通过拟赫兹点接触分析能模拟齿面任意瞬时

接触状况，解决啮合边界应力集中求解的难题。

通过上述模型求解，可得到啮合齿面任意点的应

力与赫兹接触半宽，为滑移距离与磨损计算提供

力学参数。

 3    黏着磨损计算模型

 3.1   Archard黏着计算模型

Archard最早提出黏着磨损计算模型 [3]，其计

算公式为

V
s
=

k
3
· W

H
（11）

W

式中 V是磨损体积；s为相对滑移距离；k为量纲

为一的磨损系数；H为接触表面较软材料硬度，具

体到齿轮传动，一般为大轮的齿面硬度； 为接触

表面法向载荷。

Flodin等 [4-6] 通过计算接触齿面离散点的磨

损深度来拟合逼近齿面的磨损分布，该方法假定

离散点在一个啮合周期内接触压力与滑移距离保

持不变，并给出磨损计算公式为

hp,n = hp,n−1+ k0 · pp,n · sp （12）

hp,n hp,n−1

k0 pp,n

sp

式中 为 p点第 n次的磨损量， 为 p点第

n−1次的磨损量， 为有量纲的磨损系数， 为 p
点的赫兹接触压力， 为 p点的滑移距离。

本文着重研究动态磨损系数、时变接触压力、

瞬变滑移距离计算齿轮磨损深度，考虑了变位与

修形条件下，齿轮接触表面磨损深度的分布，为

斜齿轮的减摩抗磨设计提供理论依据。

k0 3.2   动态磨损系数

k0

k0

动态磨损系数 受啮合副材料、接触面表面

粗糙度、润滑条件和运行工况等因素影响。在计

算磨损深度时，把 作为定值显然是不合适的，为

此 Priest和 Taylor[7] 提出了一种磨损系数的近似

解模型，但该模型在计算磨损系数时，需要给定

初始值，这给磨损系数的求解带来了困难，而

Janakiraman等 [8] 通过实验，对影响磨损系数的因

素进行统计分析，得到了如下回归公式

k0 =
3.981×1029

Eq
L1.219

1 G−7.377
1 S 1.589

1 （13）

式中 L1、G1、S1 分别为量纲-载荷、量纲-润滑压力-
黏度系数和等效复合表面粗糙度，其中

L1 =
q j

EqRb j
G1 = αEq S 1 =

Rc
α

Rb j

1
Eq
=

1− v2
1

E1
+

1− v2
2

E2
Rc
α =

√
Rα1 + Rα2

（14）

据此，可计算出接触齿面上每一点的瞬时磨

损系数。

 3.3   滑移距离

s1 s2主从动轮齿廓上点 K（图 5）的滑移距离 和

由下式计算 ß
s1 = 2aH · |µ1|
s2 = 2aH · |µ2|

（15）
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s1 s2

µ1 µ2

式中 为齿轮 1的滑移距离， 为齿轮 2的滑移距

离， 为齿轮 1的滑移系数， 为齿轮 2的滑移

系数。

 3.4   齿面磨损量计算

利用式（10）、式（13）、式（15），可求得主、从

动轮在一个啮合周期内任意啮合位置磨损量

∆h1,2 = k0 · py · s1,2 （16）

若齿面累积磨损量较小，齿面形貌及载荷几

乎保持不变。为此设置磨损阈值，当齿面累积磨

损超过该阈值时，就重构齿廓，获得磨损后的几

何参数与压力分布，重新计算有关参数，进行下

一次迭代求解。直到总的累积磨损量达到磨损失

效值（单侧齿廓的磨损量不应超过齿厚的 5%[21]），

迭代结束。

齿面磨损的计算过程如图 8所示。

 
 

输入工况、齿轮参数及
润滑油参数
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磨损计算
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磨损失效值
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是

接触应力、滑移距离

图 8    齿面累积磨损计算流程图

Fig. 8    Calculation flow chart of cumulative wear on

tooth surface
 

 4    仿真结果与分析

以表 1中斜齿轮副的数据为准，以上文推导

的斜齿轮磨损计算模型为基础，利用 MATLAB
软件进行数值仿真，得到如下结果。

 4.1   动态磨损系数

从图 9磨损系数分布规律可知，磨损系数在

齿廓方向上呈增大趋势，在齿宽方向上呈现先增

大后减小趋势，且在齿宽中部取得最大值。从

式（13）可知，磨损系数随着载荷及等效表面粗糙

度的增大而增大，参数 G1 影响最大，但在具体的

齿轮传动中，润滑油参数及材料选定后，参数 G1

为定值，此时，磨损系数主要取决于等效曲率半

径，由于主动轮齿根与从动轮齿顶处接触时等效

曲率半径最小，所以该处磨损系数最大。
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图 9    回归公式磨损系数分布

Fig. 9    Regression formula wear coefficient distribution
 

 4.2   赫兹接触应力与接触半宽

从图 10可知，在整个啮合齿面上，接触应力

与接触半宽呈现相同规律。沿齿廓方向上先增大

后减小，沿齿宽方向上呈现同样规律。抛物线修

形使得接触应力与接触半宽在齿宽中部附近取得

最大值，主动轮正变位，使得接触应力与接触半

宽在节圆靠近齿顶处取得最大值，从动轮负变位

 

表 1    斜齿轮副基本参数

Table 1    Basic parameters of helical gear pair

基本参数 数值

i12传动比 29/21

B/mm齿宽 80

mn/mm模数 5

v泊松比 0.3

αn/（°）压力角 20

Ra/μm表面粗糙度 0.2

α0/10−8（m2/N）润滑油压黏系数 1.39

c∗顶隙系数 0.25

h∗a齿顶高系数 1

β/（◦）螺旋角 13

x1变位系数 0.1

x2变位系数 −0.098

转速 n/（r/min） 3 000

E/GPa弹性模量 209
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使得其在节圆靠近齿根处取得最大值。

 4.3   滑移比与滑移距离

从图 11可知，两齿轮滑移比从齿顶到齿根先

减小后增大，且齿根处滑移比大于齿顶处滑移比，

在节圆处最小，因为在节圆处为纯滚动，无相对

滑移。两齿轮滑移比沿齿宽方向上无明显变化。

由图 12可知，两齿轮的滑移距离从齿顶到齿

根，总体上呈现先减小后增大的趋势，在节圆处

滑移距离最小，在齿根圆附近，滑移距离最大。

由于接触半宽沿齿宽方向上呈现先增大后减小的

趋势，两齿轮滑移距离沿齿宽方向呈现同样的规律。

 4.4   磨损深度

3.0×106本文计算了主动轮旋转 次，两齿轮磨

损分布云图（见图 13）。由图 13（a）可知，主动轮

磨损深度沿齿宽方向呈现先增大后减小趋势，且

抛物线修形导致接触应力与磨损系数在齿宽中部
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Fig. 10    Hertz contact stress and contact half width
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取得最大值，耦合作用使得齿宽中部，磨损量最

大。沿齿廓方向磨损量先减小后增大，齿根处磨

损量最大，齿顶次之，节圆处磨损最小，趋近于

0 µm。主动轮啮入区磨损较大，磨损梯度大，啮

出区磨损较均匀，使得啮合齿面靠近齿根处局部

磨损剧烈，大大降低系统精度寿命。

由图 13（b）可知，从动轮磨损云图呈现马鞍

形，啮入区与啮出区，磨损无明显变化；由于从动

轮滑移距离在齿根处取得最大值，而磨损系数却

在齿顶处取得最大值，综合影响使得齿顶处磨损

略大于齿根处磨损，这与文献 [13]结果不相符，

究其原因在于其在计算磨损时，把磨损系数作为

定值，显然本文更符合工程实际。从动轮在接触

区边界出现了边缘接触，导致边缘翘曲，故其磨

损也呈现同样的规律，导致接触区边界磨损迅速

增大，严重影响啮合副精度寿命。

 4.5   不同参数下的磨损

为了分析不同参数对啮合副磨损的影响，本

文分别计算了不同变位系数、不同扭矩及不同传

动比下两齿轮的磨损分布。

在图 14中，x1、x2 分别代表齿轮 1和齿轮 2
的变位系数，从图 14可知，随着主动轮变位系数

的增大，主动轮啮入区的磨损量呈下降趋势，啮

出区的磨损量呈上升趋势，且啮合区向着齿顶方

向偏移，使其磨损趋于均匀，有利于延长主动轮

的磨损寿命。而从动轮随着变位系数的减小同样

使得其啮入区磨损下降，啮出区磨损增大，啮合

区向齿根方向偏移。故选用合适的变位系数能降

低局部磨损量，改善啮合齿面磨损梯度，使得两

轮趋于均匀磨损，延长系统精度寿命。

在图 15中，T代表齿轮 1和齿轮 2啮合传动

时受到的转矩，从图 15可知，随着转矩的增大，两

齿轮的磨损量均增大，且在啮合区两端磨损梯

度大。

在图 16、图 17中，i12 为齿轮 1和齿轮 2啮合

传动时的传动比，从图 16、图 17可知，随着传动

比的增大，两齿轮磨损深度均减小；主动轮磨损

量减少，是由等效曲率半径增大，磨损系数减小

造成的，而从动轮磨损量较少，主要是滑移距离

减少造成的。
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 5    结　论

本文建立了点接触齿面磨损计算模型，给出

了 ease-off曲面修形分析到全齿面磨损分布的完

整计算流程，主要结论如下：

1） 通过离散接触线单元，给出了拟赫兹点接

触应力求解方法，解决了齿面边界瞬时接触区求

解问题，基于回归公式瞬时解，给出了啮合齿面

动态磨损系数的分布规律。

2） 齿面黏着磨损计算结果表明，两齿轮齿根

与齿顶处磨损较大，主动轮齿根处磨损大于齿顶

处磨损，而从动轮恰好相反，节圆处磨损趋近于 0；

主动轮啮入区磨损变化剧烈，啮出区磨损均匀，

从动轮啮入区与啮出区无明显变化。

3）  抛物线修形使得两齿轮齿面磨损向齿宽

中部集中，主动轮最大磨损量集中在齿根中部附

近，从动轮最大磨损量集中在齿顶中部附近。

4）  采用合适的变位系数有利于改善齿面的

磨损性能，使啮合副面磨损趋于均匀，延长齿面

的精度寿命。

本文基于 ease-off拓扑修形方法，计算了变位、

修形状态下斜齿轮啮合齿面上的磨损分布，为后

续高性能齿面拓扑设计奠定了理论基础。
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