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基于递归 Gibbs-Appell的柔性空间机器人
建模与特性分析

张福礼，袁朝辉

（西北工业大学 自动化学院，西安 710072）

摘　　　  要：    利用递归 Gibbs-Appell方法研究了多重柔性的空间机器人动力学建模与特性分析。首先，根据

Timoshenko beam theory与集中刚度分别对连杆与关节进行柔性描述，其次，利用旋转矩阵 R3×3 与平移向量

L1×3 的简化了齐次变换矩阵 T4×4 以降低递推运动学难度，利用递归 Gibbs函数与势能函数推导了柔性空间机

器人的逆向动力学模型，再次，利用反向递归法获取了惯量矩阵与耦合矩阵，并构建了正向动力学模型。最

后数值仿真结果表明，Matlab与 Adams的仿真结果相对偏差不超过 0.1%，Z 弯曲变形相对于 X 剪切变形与 Y

扭转变形数量级超过了 103，这验证所建模型的正确性。在一定范围内，关节刚度增加 50 N·m/rad时，连杆最

大变形增量不超过 1.5×10−3 m，关节摩擦成 5倍增长时，连杆最大变形增量不超过 2×10−3 m，帆板的增量变形

具有相同变化趋势。
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Flexible space robot modeling and characteristic analysis based on
recursive Gibbs-Appell

ZHANG Fuli， YUAN Zhaohui

（School of Automation，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China）

Abstract:   Dynamic  modeling  and  characteristic  analysis  of  space  robots  with  multiple  flexible
factors  were  studied  by  Recursive  Gibbs-Appell  modeling  method.  Firstly， the  deformation  of  link  and
joints was described by concentrated stiffness and Timoshenko beam theory. Secondly，the homogeneous
transformation matrix T4×4 was simplified by using the rotation matrix R3×3 and the translation vector L1×3，

and the difficulty of recursive kinematics was reduced. The inverse dynamics model of the flexible space
robot  was  derived  by  using  the  recursive  Gibbs  function  and  the  potential  energy  function.  Thirdly， the
mass inertia matrix and coupling matrix were obtained by inverse recursive method. The forward dynamic
model of the space robot was obtained. The numerical simulation results showed that the relative deviation
between Matlab and Adams simulation results  did not  exceed 0.1%，and the Z bending deformation was
more than 103 orders of magnitude relative to the X shear deformation and Y torsional deformation，which
verified  the  correctness  of  the  model.  Within  a  certain  range，when  the  joint  stiffness  increased  by  50
N·m/rad， the  maximum  deformation  increment  of  the  connecting  rod  did  not  exceed  1.5×10−3  m， and
when  the  joint  friction  increased  by  5  times， the  maximum  deformation  increment  of  the  link  did  not
exceed 2×10−3 m，the incremental deformation of the windsurfing board had the same trend.
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空间机器人由于其工作环境的特殊性，使得

其成为一类与地面机器人迥然相异的机器人系统[1]，

该类系统包括航天器本体,多自由度机械臂与柔

性附件等多个子结构，每个子结构都是独特设计，

但他们是相互耦合的系统[2]。首先，机械臂安装

于卫星或星际探测器上，基座将处于自由漂浮或

者飞行状态，使得系统耦合特性及复杂度都更高；

其次，机械臂本体具有轻质结构，这使得机械臂

在运行中具有一定的变形特性，进而影响了机器

人的控制与定位[3]；同样，关节驱动部件大都含有

为谐波减速器、减速结构与传感器等柔性部件，

同样其关节具有一定柔性变形[4]。此外，太阳帆

板为空间机器人的持续运行或执行任务提供所需

能量，但由于尺寸较大，其振动也影响了空间机

器人整体系统 [5]。空间柔性机器人的动力学本质

上是多体刚柔耦合的动力学系统[6]。基座、太阳

能帆板、柔机械臂等三者之间的耦合使得机器人

动力学建模更为复杂，进一步影响了其控制难度 [7]。

迄今为止，对于具有柔性附件或者本体柔性

的空间机器人已经开展了许多研究。文献 [8-11]
对二维空间柔性机器人的动力学进行了不断层次

递进深入研究，并基于动力学进行了多种控制方

法的研究。虽然空间机器人的结构简单且无帆板

结构，但对于系统且符合实际动力学建模与控制

研究是极为有益的。福州大学的陈力等以漂浮基

二维空间机器人为对象，利用动量守恒定理，构

建了一系列的动力学模型。首先，以 Spong提出

的关节集中刚度为基础，假设机械臂关节处具有

扭转弹簧结构，即漂浮基柔性关节空间机器人动

力学被构建[8]，该模型进一步假设基座与机械臂

之间存在集中柔性结构，构建了柔性基-柔性关节

的空间机器人的动力学模型[9]，同时，利用 Lag-
range方法构建柔性基，柔性关节与柔性连杆的多

重柔性的空间机器人动力学模型[10]。潘冬 [11] 基

于 Lagrange法和模态综合法建立了柔性空间机

械臂动力学模型，以 3自由度空间机器人为算例

验证了动力学的可行性。它分析了漂浮基的柔性

体空间机械臂的动力学特性分析。余章卫[12] 利

用递推组集的方法，构建了带帆板的 6自由度空

间刚性机器人动力学模型，对比 Adams模型验证

了模型的有效性，并进一步讨论帆板柔性对系统

动力学特性的影响。杜严锋[13] 以带柔性帆板与

柔性二连杆的空间机器人为对象，通过集中质量

方法与有限元软件 NASTRAN，构建了其空间机

器人的耦合动力学。Rastegari等 [14] 构建了柔性

帆板与柔性关节的空间机器人动力学模型，并进

一步分析了柔性帆板和柔性关节的弹性振动对机

器人载体的影响。Gouliaev等 [15] 基于 Euler-Lag-
range和第二类 Lagrange方法分别建立了考虑柔

性关节和摩擦的空间机器人的动力学方程。综合

以上的研究可知，当前空间机器人的动力学建模

的研究已经取得了丰富成果，但涉及动力学研究

时，现有研究空间机器人多集中于平面问题而非

空间问题。其次，柔性关节刚度与摩擦对空间机

器人系统研究影响是相对较少的。因此，建立较

为准确的其系统的动力学模型来进行计算分析是

必不可少的，这为后续控制与抓碰撞分析等工作

提供了基础。

本文对多重柔性的空间机器人动力学建模问

题进行了研究。主要贡献是利用递归 Gibbs-Ap-
pell公式和 Timoshenko beam theory（TBT）构建了

具有柔性关节的柔性机械臂的动力学模型。与相

关研究（文献 [16-17]）相比，利用 TBT描述了机械

臂本体变形，利用旋转矩阵 R3×3 与平移向量 L1×3

代替矩阵 T4×4 的简化了递推运动学。此外，关节

模型考虑了关节柔度、摩擦和侧向间隙的影响，

利用递归进而详细介绍了逆动力学方程和正动力

学方程。最后，利用数值仿真验证所建模型的正

确性，并进一步进行不同因素的特性分析。

 1    机器人结构与柔性描述

 1.1   空间柔性机器人结构

空间柔性机器人的结构包括：基座、机械臂

与帆板等。基座具有集中质量 mb 与惯性量 Jb 等；

机械臂则由 n 自由度柔性关节-柔性连杆机械臂

而构成，它是串行独立驱动的；柔性帆板被等效

简化为较大平面帆板结构，具体如图 1所示。图

中不仅显示机械臂部分的单体 i 的运动学关系，

还给出了相邻两物体 i−1与 i 的之间的运动学关

系。关节转子与轮廓之间具有柔性机构，该机构

等效为集中弹性阻尼机构，而其余部分被假定为

刚性。当连杆受纵向、横向和扭转等振动影响，
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Ôi-x̂iŷiẑi

无论是运动学还是动力学建立均需要先建立机器

人坐标系，在图 1中，首先描述了空间机器人各部

分坐标系，选定地球为全局坐标系 O0-x0y0z0，基座

质心坐标系为 Ob-xbybzb，机械臂被固定在载体正

上方，机械臂关节 1的坐标系为 O1-x1y1z1，机械臂

末端关节坐标系为 On-xnynzn，相邻两刚体坐标系

分别为 Oi−1-xi−1yi−1zi−1 与 Oi-xi−1yi−1zi−1，对于任意 i 的
柔性体坐标系采用坐标系 表示，在每个臂

上均用刚体运动和柔性变形用两个坐标系表示。

此外，将坐标系 i–1固定在转动关节上，以确定第

i 连杆的刚体运动和扭转方向。坐标系 Oi-xiyizi 表

示连杆末端的连杆变形和往复运动。太阳帆板被

Ôspi- x̂spiŷspiẑspi

R1×6 R1×3 R1×3

R1×n

R1×n R1×ninεi

R

理想地认为固定于载体卫星之上，其坐标系为

Ospi-xspiyspizspi （i=1, 2），其相应的柔性变形坐标系

 （i=1, 2），对实际坐标系与浮动坐标

系的具体确定如表 1所示。根据坐标系的建立，

可获取广义坐标 q=[qb, qmr, qr, qε]，其中，载体基座

位姿 qb=[rb, θb]T∈ , rb∈ 与 θb∈ 表示载

体质心的位置与姿态角，qmr∈ 为 n 关节的转

子角度，qr∈ 为 n 连杆的关节转角，qε∈
为柔性变形的广义变量， 表示数据空间，ni 为柔

性连杆数，nεi 为第 i 柔性连杆变形的广义变量数，

nεspi 为柔性帆板的变形广义变量数。整体系统的

总自由为 6+2n+ninεi+nεspi。
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图 1    柔性空间机器人的结构与变形描述

Fig. 1    Structure and deformation description of flexible space robot
 
 

表 1    坐标系的意义

Table 1    Significance of coordinate systems

名称 实际坐标 xi、yi、zi x̂i ŷi ẑi浮动坐标 、 、

说明
轴 X 与关节轮毂平行，并与（i+1）关节轮毂方向平行；
Z 轴与平行电动机轴转动关节；Y 轴由右手定律决定

X̂
Ẑ Ŷ
轴 与变形连杆平行，并与（i+1）关节的轮毂方向平行；
轴与平行电动机轴转动关节； 轴由右手定律决定

 
 

p′ rp/Oi

图 1中 k、c、mr 分别表示等效刚度、等效阻

尼和转子质量，r表示坐标系空间内的位置向量，

表示考虑柔性后相对点 p 的位置点， 表示在

关节 Oi 坐标系中点 p 的位置向量，φ 为连杆中间

面法线的旋转角度，γ为切应变，v 为沿着中心界

面法线方向的小变形。

 1.2   柔性体描述

在图 1中，关节结构包含转子质量 mri、等效

刚度 ki 与等效阻尼 ci；刚性关节角为 q，柔性体上

一点 pʹ相对未变形前点 p 的三维变形描述为

∆=

[
mi∑
j=1

xi j（η
′）δi j（t）

mi∑
j=1

yi j（η
′）δi j（t）

mi∑
j=1

zi j（η
′）δi j（t）

]T

（1）

其中 η1 为连杆中性轴任意一点的位置，xij、yij 与

zij 为本征函数，它为第 i 个连杆的第 j 个纵、横模

态振型，δij 是第 i 杆的第 j 个模态广义坐标。这些振型

是根据边界条件与 assumed modes method（AMM）

梁来确定的，若考虑转动惯量和剪切变形的影响，

则需要 TBT计算。图 1为具有 TBT的柔性杆模

型，在这一理论中，剪切角和位移是独立考虑与评

估的。
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
φt = φty+φtz

φty（η
′
i）= γt（η

′
i）−dνi（η

′
i）/dη

′
i

φtz（η
′
i）= γt（η

′
i）−dωi（η

′
i）/dη

′
i

γt（η
′
i）= Tt（η

′
i）/GκAs（η

′
i）

（2）

其中 φ 为连杆中间面法线的旋转角度，γ为剪切

应变，G 为切变模量，κ为 Timoshenko梁截面剪切

系数，As 为连杆的修正截面面积。

若 Δ 为小变形值，θ几乎等于该方向上的弯

曲角，利用 AMM来计算弯曲角为

iθi=

[
mi∑
j=1

θxi j（η
′）δi j（t）

mi∑
j=1

θyi j（η
′）δi j（t）

mi∑
j=1

θzi j（η
′）δi j（t）

]
（3）

其中 θij 是特征函数向量，其元素为第 i 个连杆的

j 阶模态。式（1）与式（3）中，变形角iθi 和 Δ 位移共

用相同模态广义坐标。

 2    系统运动学与动力学

 2.1   空间柔性机器人广义变量

系统广义坐标由三大类组成:
1） 基座具有 3自由度位置向量 pb=[xb, yb, zb]T，

3自由度姿态向量为 qb=[qbx, qby, qbz]T。
qT

i2） 第 i 杆的角度   =[q1, q2,···,qn]T。
3）  第 i 杆的柔性广义坐标 ηi=[ηi1, ηi2,···,ηin]T。

qT
ri = [qr1,qr2, · · · ,qrn]

δi = qT
ri/Nri− qT

i

4）  电动机广义坐标 ，关节

柔性变形的广义坐标表示为 。

∑
n

m（i）+
∑

2

mε（i）

5） 若机械臂的自由度为 n，总自由度为 6+2n+

。

 2.2   空间柔性机器人运动学

Sli Sri系统 Gibbs函数包含连杆（ ）和关节（ ）两

个分量。对于微单元 p，连杆的 Gibbs函数需要先

计算线性和角的加速度，关节 i 在绝对坐标系中

的位置、速度与加速度为

irOi =
iRi−1（

i−1rOi−1 +
i−1rOi/Oi−1）

i ṙOi =
iRi−1（

i−1 ṙOi−1 +
i−1ωi−1× i−1 ṙOi/Oi−1）

i r̈Oi =
iRi−1

[
i−1 r̈Oi−1 +2（i−1ωi−1× i−1 r̈Oi/Oi−1）+

i−1ωi−1×（i−1ωi−1× i−1 ṙOi/Oi−1）
]

（4）

irOi

SOi

iR = iR̄SOi
iR̄

其中 为关节向量。基于 R-W图论法 [18]，将空

间机器人系统视为多分支的链路树形结构，利用

关联矩阵 ，各链路的运动学是建立在关联矩阵

的基础上，即 ， 为链路上刚性关节旋转

矩阵。

根据图 1的位置向量求导来计算其线性加速

度和角加速度。第 i 杆和第 i−1杆的递推矩阵包

括第 i 关节的旋转矩阵 Ai 与连杆弹性引起的旋转

矩阵Ei
[18]。第 i 杆上任意第 i 微单元 pi 的位置、速度

以及加速度分别为


irpi =

irOi +
irpi/Oi

i ṙpi =
i ṙOi +

i ṙpi/Oi +
iωi× irpi/Oi

i r̈pi =
i r̈Oi +

i r̈pi/Oi +2iωi× i ṙpi/Oi+
iω̇i× irpi/Oi +

iωi×（iωi× irpi/Oi）

（5）

iω̇i相邻两机械臂的之间的转角 关系为
iωi =

i ziθ̇i+
iRi−1

[
i−1ωi−1+

i−1θ̇i−1（Li−1）
]

iω̇i =
i ziθ̈i+

iRi−1

[
i−1ω̇i−1+

i−1θ̈i−1（Li−1）+
i−1ωi−1×

i−1θ̇i−1（Li−1）
]
+iRi−1

[
i−1ωi−1+

i−1θ̇i−1（Li−1）
]
×i ziθ̇i

（6）

z其中 为关节轴的位置向量，R为关节的旋转矩阵。

 3    空间柔性机器人系统动力学

 3.1   系统逆向动力学方程

系统 Gibbs函数具有以下几部分：柔性连杆

的 Gibbs函数为 Sm、关节的 Gibbs函数为 Sr、载

体卫星的 Gibbs函数为 Sb，具体如下所示：

S = Sm+Sj+Sb

Sr =

N∑
i=1

1
2

Iri（q̈mi）
2

Sm =
1
2

N∑
i=1

w Li

0
mei（η

′）（i r̈T
Qi

i r̈Qi）+
iω̇T

i Ii
iω̇idη

Sb =
1
2
[
mb（v̇T

b v̇b）+ ω̇
T
b Ibω̇b

]
（7）

Iri

其中 mei（ηʹ）为第 i 连杆单位长度质量矩阵，Ii 为

第 i 连杆转动惯量。Sm 的计算和符号含义参考文

献 [19]； 为转子转动惯量，mb 与 Ib 分别为基座的

集中质量与转动惯量。

Sm柔性连杆的 Gibbs函数为 ，计算公式为

Sm =
1
2

n∑
i=1

Bi
0i r̈

T
Oi
× i r̈Oi

+ i r̈T
Oi
× iB1i−2i r̈T

Oi
×Bi

2iωi−

i r̈T
Oi
×Bi

3iω̇i− i r̈T
Oi
× iω̃iBi

3iωi+
1
2

B4i−2iωT
i × iB5i+

iω̇T
i × iB6i− iωT

i × iBi
7iωi+2iω̇T

i ×Bi
8iωi+

1
2

iω̇T
i ×Bi

9iω̇i+
iω̇T

i × iω̃i
i Bi

9iωi+
1
2

B10i+ f (ṙ, ω̇)

（8）
iω̃i

iωi f (ṙ, ω̇)其中 是与 相关的斜对称张量， 的函数

与拟加速度无关，式（8）由系数 B组成。同时，它
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们由相关的时变系数组成。

B0i =
w Li

0
mei（η）dη

B1i = η̈i

w Li

0
mei（η）dη+

m（i）∑
j=1

δ̈i j c1i j

B2i = η̇i

w Li

0
mei（η）dη+

m（i）∑
j=1

δ̈i j c̃1i j

B3i = c2i+

m（i）∑
j=1

δ̈i j c̃1i j

B4i = η̈
2
i

w Li

0
mei（η）dη+

m（i）∑
j=1

δ̈i j

(
2η̈ic3i j+

m（i）∑
k=1

δ̈ik c4i jk

)

B5i =

m（i）∑
j=1

[
（δ̇i jη̈i− δ̈i jη̈i）c5i j+

m（i）∑
k=1

δ̈ikδ̇ik c6i jk

]
（9）

B6i =

m（i）∑
j=1

（δ̈i jαi j−δi jη̈ic5i j）

B7i =

m（i）∑
j=1

[
η̈i（δ̈i j cT

8i j+ c7i）+ δ̈i jβi j

]
B8i =

m（i）∑
j=1

[
η̈i（δ̈i j cT

8i j+ c7i）+ δ̇i jβi j

]
B9i = c′7i+

m（i）∑
j=1

δi j（c′T8i j+βi j）

B10i =

mi（i）∑
j=1

mi（i）∑
k=1

δ̈i jδ̈ik c10i jk

αi j = c′5i j+

mi（i）∑
k=1

δik c4i jk

βi j = c′8i j+

mi（i）∑
k=1

δik c9i jk

（10）

c̃ c其中 mi 为连杆第 i 单元， 为 斜对称矩阵，系数 c

定义为 

c1i j =
w Li

0
meiri jdηi

c̃1i j =
w Li

0
mei r̃i jdηi

c2i =
w Li

0
meiη

i
ixidηi

c3i j =
w Li

0
mi

eixiri jdηi

（11）



c4i jk =
w Li

0
meirT

i j rikdηi

c5i j =
w Li

0
mi

ei x̃iri jdηi

c′5i j =
w Li

0
meiη

i
i x̃iri jdηi

c6i jk =
w Li

0
mei r̃i j rikdηi

（12）



c7i =
w Li

0
meiη

i
i x̃

T
i

i x̃idηi

c′7i =
w Li

0
meiη

2
i

i x̃T
i

i x̃idηi

c8i j =
w Li

0
meiηi

i x̃T
i r̃i jdηi

c′8i j =
w Li

0
meiηi

i x̃T
i r̃i jdηi

c9i jk =
w Li

0
mei r̃i j rikdηi

c10i jk =
w Li

0
θi j J iθikdηi

（13）

机械臂关节的动态效应、柔性和阻尼表示为

连杆与电动机之间的线性和扭转状态的函数。此

外，根据 Wu等[20]，间隙和摩擦被视为一个连续函

数。由于连杆材料不同，内部阻尼效应包括在瑞

利耗散函数中。该系统势能由关节柔性（Vr）和弹

性变形（Vl）组成：

Vl =
1
2

n∑
i=1

mi∑
j=1

mi∑
k=1

ηi j（t）ηik（t）Ki jk

Ki jk =
w Li

0

ï
kAsiGi（ηyi jηyik +ηzi jηzik）+EiIyi

∂θyi j

∂xi
·

∂θyik

∂xi
+EiIzi

∂θzi j

∂xi
· ∂θzik
∂xi
+EiAsi

∂xi j

∂xi
· ∂xik

∂xi
+

GiIxi
∂θxi j

∂xi
· ∂θxik

∂xi

ò
dxi

（14）

Kri利用集中刚度 ，得到关节弹性势能为

Vr =

n∑
i=1

Kri（qri/Nri−qi）
2/2 （15）

其中 Nri 为关节减速比。

采用黏滞阻尼假设方法来分析机械臂连杆耗

散力，柔性连杆的耗散能（Dl）为
Dl =

1
2

n∑
i=1

mi（i）∑
j=1

mi（i）∑
k=1

η̇i j（t）̇ηik（t）Di jk

Di jk =
w

0
Cvi

Å
Izi
∂2yi j

∂η2
· ∂

2yik

∂η2
+ Iyi

∂2zi j

∂η2
· ∂

2zik

∂η2

ã
dη

（16）

其中 Cvi 为第 i 连杆的 Kelvin-Voigt阻尼系数，其

值为 250 kg·s/m。

将扭转阻尼器（Cri）用于关节耗散分析，由此

得到相关耗散函数（Dr）为

Dr =

N∑
i=1

1
2

Cri

Å
q̇ri

Nri
− q̇i

ã2

（17）

摩擦和间隙是复杂的非线性现象，其结果影

响稳态跟踪误差,关节间隙动力学模型如下：
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
τpi = kpi f（qpi, lcr i）

f = qpi−δi−α1

®
1+ exp

[
−ri（qpi−δi）

]
1− exp

[
−ri（qpi−δi）

]´ （18）
qpi其中 为含关节间隙的转角，τpi 为转子与连杆间

的弹性扭矩，kp 为等效刚度，lcri 为关节间隙宽度，

α1=lcr/2 [17]。
摩擦动力学模型如下：

τri=2
[
Fc+（Fs−Fc）exp（−q̇ri/θ̇s）

ς]arctan（krq̇ri）/π+Crq̇ri

（19）

其中 Fc 为库仑摩擦力，Fs 为静摩擦力，θs 为 Stribeck
速度，ς 为经验常数 [20],一般取值为 2，Cr 为黏性阻

尼系数。

Θ η

δ

τi

系统逆动力学模型：定义 =[qb, qr, q,  ]T,其

中 q=[qr  ], qr 为刚性关节变量，转动关节广义力

为 ，假设广义力在偏转方程中为零。对连杆Gibbs

函数、耗散函数和势能分别对准加速度、准速度

和准坐标求导，得到系统逆动力学模型：

∂S
∂Θ̈
+
∂D
∂Θ̇
+
∂V
∂Θ
=

N∑
i=1

∂q̇ri

∂Θ̇
τi （20）

其中 τi 为作用在第 i 个转动关节上的力矩。将式

（20）中的加速度项保留在等式的左边，而其余项

放置等式的右边，得到正向动力学模型。
i r̈Oi

iω̇i

q̈ j η̈ j f q̈b

在 Gibbs函数中，变量 、 与 B为准加速

度（ 、 和 ）的函数，ηjf 为第 j 连杆的第 f 阶的

广义变量，并引入如下的两个中间向量：®
iSi = Bi

0i r̈Oi −2Bi
2iωi−Bi

3iω̇i− iω̃iBi
3iωi

iTi = Bi
3i r̈Oi +2Bi

8iωi+Bi
9iω̇i+

iω̃iBi
9iωi

（21）

∂S
∂q̈i
=

n∑
i= j+1

Å
∂i r̈T

Oi

∂q̈i

ã
（iSi）+

n∑
i= j

∂iωi

∂q̈i
（iTi） （22）

∂S
∂q̈bi
=

1
2

ïÅ
∂v̇T

b

∂q̈bi

ã
v̇b+

Å
∂v̇T

b

∂q̈bi

ã
v̇T

b

ò
+Å

∂ω̇T
b

∂q̈bi

ã
ω̇b+

Å
∂ω̇T

b

∂q̈bi

ã
ω̇T

b （23）

∂S
∂q̈ri
=
∂Sr

∂q̈ri
=

n∑
i=1

Iriq̈ri （24）

∂S
∂η̈ j f
=

n∑
i= j+1

∂irT
Oi

∂η̈ j f
（iSi）+

n∑
i= j+1

∂iωT
i

∂q̈ j
（iTi）+

jωT
jα j f+

m j∑
k=1

η jk（c4 j f k + c10 j f k）− jωT
jβ

j
j fω j+

j r̈T
O j

c1 j f+

2 jωT
j

(
δ̇ jc5 j f −

m j∑
k=1

η̇ jk c4 j f k

)
+ δ̈ jc3 j f

（25）

瑞利耗散函数对广义速度的导数：在广义速

η̇

q̇ j δ̇ j q̇r j

度中，连杆的耗散函数依赖于 。转子的瑞利函数

是 ， 与 的函数。因此，其导数为

∂D
∂η̇ j f
=

mi（i）∑
k=1

η̇ jk D jk f （26）

因此，联立式（21）～式（26），可得出 4个耦合

系统的逆动力学方程：

∂S
∂q̈b
+
∂D
∂q̇b
+
∂V
∂qb
= [τb Fb]T

∂S
∂q̈r
+
∂D
∂q̇r
+
∂V
∂qr
= τ−Fδ

∂S
∂q̈
+
∂D
∂q̇
+
∂V
∂q
+Fδ = 0

∂S
∂η̈
+
∂D
∂η̇
+
∂V
∂η
= 0

（27）

 3.2   系统正向动力学方程

τ̄

根据逆动力学方程式（27），将广义坐标 2阶

导数项及关联系数置于左侧形成系统惯性矩阵

（Im（ΘΘ）），其余项移到右边形成力的矢量和剩余

项，因此，矢量 Re（Θ,Θ）和输入力矩矢量 构成正

向动力学方程的右侧项。力矩和力应作为执行器

的输入，得到连杆的加速度、速度和位置。因此，

广义坐标的 2阶导数分组在方程左侧为未知数，

将式（27）的其他项移到右侧为

Im（Θ, Θ̇）̈Θ = Re（Θ, Θ̇）+ τ̄ （28）

r̈i ω̇i r̈Os ,i ω̇Os ,i

式（28）中惯性矩阵的元素是由前连杆运动变

量函数组成的。式（6）、式（7）和式（8）中准广义

准加速度项 和 被分离为 和 ，从递归形

式中提取并重写为求和形式如下：
i r̈Os ,i =

i−1∑
k=1

iRk（
k r̈Ok+1/Ok +

kω̇Os,k × k rOk+1/Ok）

iω̇Os ,i =

i−1∑
k=1

iRk
k zkq̈k +

i−1∑
k=1

iRk
kθ̈kLk

（29）

rOs ,i ωOs ,i在下述中， 和 对准加速度与准速度求

导来替换惯性矩阵元素。
∂i r̈i

∂θ̈ j
= iR j

j z j+
irOi/O j

∂i r̈i

∂η̈ j
= iR jr j f（Li）+

iR jθ j（Li）× irOi/O j

（30）


∂iω̇i

∂θ̈ j
= iṘ j

j z j

∂iω̇i

∂η̈ j
= iR jθ j f（Li）

（31）
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r̈ ω̇ θ̈ δ̈

ṙ ω θ̇ δ̇

式（30）与式（31）为加速度 与 对 与 求导，

同理需要速度 与 对 与 求导。

系统惯性矩阵（Im（Θ,Θ））：将式（31）～式（34）

代入式（27）后，将逆动力学方程式（27）的左边写

为递归形式，根据准加速系数分组，得到系统惯

性矩阵。关节方程的准加速度系数：

Hm =

n∑
k=1

j zT
j

(
n∑

i=max(k, j)

jRiBi
9iRk +

n∑
i=max(k, j+1)

jRiBi
3iRk × jrOi/O j

)
k zk−

n∑
k=1

j zT
j × kUk

k zk

(
n∑

i=max(k, j)

jRiBi
9iRk +

n∑
i=max(k, j+1)

jRiBi
3iRk × jrOi/O j

)
k zk

kUk =

n−1∑
t=k

(
n∑

i=max(t+1, j+1)

Bi
0iRt × jrOi/O j +

n∑
i=max(t+1, j)

jRiBi
3iRt

)
× t rOt+1/Ot

t Rk

（32）

Hη =
n−1∑
k=1

m（i）∑
t=1

j zT
j ×
(

n∑
i=max(k+1, j)

jRiBi
9iRk +

n∑
i=max(k+1, j+1)

jRiBi
3iRk × jrOi/O j

)
θkt+

n−1∑
k=1

m（i）∑
t=1

j zT
j ×
(

n∑
i=max(t+1, j)

jRiBi
3iRt−

n∑
i=max(t+1, j+1)

Bi
0iRk × jrOi/O j

)
rkt −

n−2∑
k=1

m（i）∑
t=1

j zT
j × jUkθkt+

n∑
k= j+1

m（i）∑
t=1

j zT
j ×
(

iRkc1kt × jrOk/O j

)
−

n∑
k= j

m（i）∑
t=1

j zT
j × iRkα1kt

（33）

Hθ =
n−1∑
k=1

m（i）∑
j=1

θT
j f ×
(

n∑
i=max(k+1, j)

jRiBi
9iRk +

n∑
i=max(k+1, j+1)

jRiBi
3iRk × jrOi/O j

)
+

j−1∑
k=1

m（i）∑
j=1

αT
j f × jRk−

n−2∑
k=1

m（i）∑
t=1

θT
j f × jUkθkt −

n−2∑
k=1

m（i）∑
t=1

rT
j f×
[

n−1∑
t=k+1

(
n∑

i=max(t+1, j+1)

B j
0iRt

t Rk

)
× t rOt+1/Ot +

(
n−1∑

t=k+1

n∑
i=max(t+1, j+1)

B j
0iRt

)
× t rOt+1/Ot

]
−

n−1∑
k=1

m（i）∑
j=1

rT
j f×
(

n∑
i=max（k+1, j+1）

jRiBi
3iRk

)
−

j−2∑
k=1

m（i）∑
t=1

cT
1 j f×

(
j−1∑

t=k+1

jRt
t Rk × t rOt+1/Ot

)
（34）

jŪk
kUk其中 与 具有相同的形式，需要将变量 k 用 j jUk RiBi

9iRk代替，而 的求和第一项为 。

Hg =

m（i）∑
t=1

c4k f t + c10k f t+

n−1∑
k=1

m（i）∑
t=1

θT
j f×
(

n∑
i=max(k+1, j+1)

jRiBi
9iRk +

n∑
i=max(k+1, j+1)

jRiBi
3iRk

)
rkt+

n−1∑
k=1

m（i）∑
t=1

rT
j f × jλk rkt +

j−1∑
k=1

m（i）∑
t=1

cT
1 j f × jRk rkt +

n∑
k= j+1

m（i）∑
t=1

rT
1 j f × jRk c1kt+

n∑
k= j+1

m（i）∑
t=1

rT
1 j f × jRk c1kt +

n∑
k= j+1

m（i）∑
t=1

θT
j f × jRkαkt −

n∑
k= j+2

m（i）∑
t=1

θT
1 j f ×

(
jRk c1kt × jrOi/O j

)
（35）

在第 j 个关节转子方程中 Irj（qrj）为准加速度

函数，其系数采用递推算法计算，如文中第 2节所示。

iSv
i

iTv
i

外力矩和剩余动态项向量（Re）：式（27）左侧

项为非准加速度函数项，而右侧项包含保守力和

非保守力函数，因此，iSi 和
iTi 的每一个中间向量

都分割成两个向量。通过含有指数 v 与剩余项 s

表示准速度的非线性函数，并利用递归形式（如式

（36））以评估 和 并加以推导式（29）右侧的广

义力与剩余向量。

® jφ j =
jR j+1（

j+1Sv
j+1+

j+1φ j+1）
jχ j =

jTv
j +

jφ j× jrO j+1/O j +
j+1χ j+1

（36）

Req j
= Kr

j（qr
m j− q j）+Cr

j（q̇r
m j− q̇ j）− j zT

j × jχ j（37）


Reη j
= Q j f − rT

j f × jφ j− rT
j f × jR j+1

j+1χ j+1

Q j f = −
m∑

k=1

η jk K jk f −2 jωT
j ×
(
δ̇c5 j f −

m∑
k=1

η̇ jk c6 j f k

)
+

jωT
j ×β

j
j fω j− j r̈T

Ov, f
× c1 j f − jω̇T

v, j×α j f

（38）
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

Re =
[
Cp

j（q̇p
m j− δ̇ j）+Kp j（qr

m j−δ j）
]
+Q′j− jxT

j × jφ j

Q′j=− jxT
j×B j

0 jrOs, j+2 jωT
j×
(

m∑
k=1

η̇ jk c5 jk

)
+2 jωT

Os, j
×(

m∑
k=1

η jk c5 jk

)
+ jωT

j ×
(

m∑
k=1

η̇ jk cT
8 jk + c7 j

)
jω j

Reqr j
= −Kr j（qr j− q j）−Cr j（q̇r j− q̇ j）

（39）

至此，正向动力学方程被推导完毕。但由于

惯性矩阵较大，其逆矩阵是较复杂的，因此在下

一小节，利用递归方法求解惯性的质量矩阵。

 4    动力学构建算法流程

根据文中前 3节的运动学与动力学，进行空间

柔性机器人的模型构建算法流程，具体如图 2所示。
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图 2    空间柔性机器人整体系统结构

Fig. 2    The system structure of space flexible robot
 

步骤 1　旋转矩阵的计算® i−1 Ri = Ei−1 Ai

iRi−1 =
i−1RT

i

（40）

其中 i 为运算次数，i=1∶1∶n，n 为系统自由度。
iωi

iωv,i
i r̈Ov ,i步骤 2　对微变形单元 v的 、 与 进

行计算，其初始条件与递归计算式为
1ω1 =

1 z1 q̇1

1ω̇v,1 =
[
q̈xb q̈yb q̈zb

]T

1 r̈Ov ,1 =
1Rv

[
ẍb ÿb z̈b

]T

（41）



iωi =
iRi−1（

i−1ωi−1+
i−1θ̇i−1Li−1）+

i ziq̇i

iωv,i =
iRi−1

[
i−1ω̇v,i−1+

i−1θ̇i−1× i−1ωi−1+

i−1Ri×（i−1ωi−1+
i−1θ̇i−1）

i ziq̇i

]
i r̈Ov ,i =

iRi−1

[
i−1 r̈Ov,i−1 +

i−1rOi/Oi−1 × i−1ω̇v,i−1+

2i−1 ṙOi/Oi−1 +（
i−1rOi/Oi−1 × i−1ωv,i−1）× i−1ωv,i−1

]
（42）

其中 i=7∶1∶n。
iSv

i
iTv

i步骤 3　 和 的递归计算® iSv
i = Bi

0i r̈Oi −2Bi
2iωi−Bi

3iω̇i− iω̃iBi
3iωi

iTv
i = Bi

3i r̈Oi +2Bi
8iωi+Bi

9iω̇i+
iω̃iBi

9iωi

（43）

iφi
jχ j步骤 4　 和 初始条件与递归计算式为®

nφn = [0 0 0]T

nχn =
nTn

（44）® jφ j =
jR j+1（

j+1Sv
j+1+

j+1φ j+1）

jχ j =
jTv

j +
jφ j× jrO j+1/O j +

j+1χ j+1

（45）

其中 j=n−1∶−1∶1。
步骤 5　剩余动态向量 Re 项的计算

Reqr j
= −Kr j（qr j− q j）−Cr j（q̇r j− q̇ j）

Req j
= Kr j（qr j− q j）+Cr j（q̇r j− q̇ j）− j zT

j × jχ j

Re = Cp j（q̇p j− δ̇ j）+Kp j（qp j−δ j）− jxT
j × jφ j

Reη j f
= Q j f − rT

j f × jφ j− rT
j f × jR j+1

j+1χ j+1

（46）

其中 j= 1∶1: n， f = 1∶1: mj。

步骤 6　间隙与摩擦力

τpi = kpi

Ç
qpi−δi−α1

®
1+ exp

[
−ri（qpi−δi）

]
1− exp

[
−ri（qpi−δi）

]´å
（47）

τri = 2
[
Fc+（Fs−Fc）exp（−q̇ri/θ̇s）

ς] ·
arctan（krq̇ri）/π+Crq̇ri （48）

2552 航    空    动    力    学    报 第 38 卷



其中 i=1∶1∶ n+6。
irO j/Oi步骤 7　计算{

jrOi+1/Oi =
jR j+1

j+1rO j+1/Oi

irO j/Oi =
irO j−1/Oi +

irO j/O j−1

（49）

其中 i=2∶1∶n−2，j=i+2∶−1∶1。
步骤 8　惯性矩阵中变量求和形式的计算

jσk
jξk式（31）中叠加项为 与

jσk =

n∑
i=max（k, j）

jRiBi
9iRk

jξk =

n∑
i=max（k, j）

jRiBi
3iRk

（50）

其中 k=n∶−1∶1，j=k: −1∶1。
若 k=j 且 k=n ß nσn = B9n

nξn = B3n

（51）

若 k=j 且 k≠n® kσk = B9k +
kσk+1

k+1Rk

kξk = B3k +
kξk+1

k+1 Rk

（52）

式（31）中的叠加项提取为

jσk =
jR j+1

j+1σk

jξk =
jR j+1

j+1ξk

jψk =

n∑
i=max（k, j+1）

jRi× jrOi/O j B
i
3iRk

jψk =
jψk+1

k+1Rk − jRk × jrOk/O j B
j
3kψn

（53）

其中 j=k=n−1∶−1∶1。

式（32）的叠加项提取为

jλk =

n∑
i=max（k+1, j+1）

Bi
0iRk

jVk =

n−1∑
t=k

jλt
t Rk×t rOt+1/Ot

jγk =

n∑
i=max（k, j+2）

B0i× jrOi/O j
iRt

jUk =

n−1∑
t=k

(
jγt +

jξt

)
t Rk × t rOt+1/Ot

（54）

jλk针对 项的递推式，若 k=j 且 k=n−1®
n−1λn−1 = B0n I3×3

kλk = B0k+1I3×3+
k+1λk+1

（55）

若 k=j 且 k≠n

jλk =
jR j+1

j+1λk （56）

其中 j=k∶−1∶1，k=n−1∶−1∶1。
jγk针对叠加项 的递推式，若 k<j，则

jγk =
k+1γk+1

k Rk （57）

其中 j=n−1∶−1∶1，k=n−1∶−1∶1。
jUk针对叠加项 的递推式：® jUn−1 =

t rOt+1/Ot ×（jγn−1+
jξn−1+）

jUk =
k rOk+1/Ok ×（jγk +

jξk+）+
k+1Rk

jUk+1

（58）

其中 j=1∶1∶n，k=n−2∶−1∶1。
针对叠加项jVk 的递推式：® jVn−2 = − jλn−1

n−1Rn−1× n−1rOn−1/On

jVk = − jλk+1
k+1Rk × k+1rOk+2/Ok+1 +

jVk+1
k+1 Rk

（59）

其中 j=1∶1∶n−1，k=n−3∶−1∶1。
jσk针对式（34）与式（35）中叠加提取项 为

jσk =

n∑
i=max（k, j）

jRiBi
9iRk

j+σk+ =

n∑
i=max（k+1, j+1）

jRiBi
9iRk

（60）

其中 j=1∶1∶n，k=1∶1∶ n−3。
jσk

j+σk+针对叠加项 与 的递推式：® jσk =
jσk

k Rk

j+σk+ =
jR j+1

j+1σk+
（61）

jσk

jξk+
jψk+

jUk+
j+ξk+

j+σk+
j+ψk+

j+γk+
j+Uk+

对式（33）与式（34）中的其他叠加项进行递推

计算，首先，采用与 类似的递归算法，对以下各

项进行计算，如 ， ， ， ；其次，也可利

用 实现的算法，来计算 ， ， 。

系统惯性矩阵计算：根据式（32）～式（35）可
计算耦合的惯性矩阵与耦合矩阵。

 5    数值仿真验证与特性分析

 5.1   动力学模型的验证

为了验证空间柔性机器人的动力学有效性，

以柔性空间 6自由度机器人为对象，空间机器人

的结构包括基座 B0，Bm1～Bm6 为机械臂本体，如

图 2所示，机械臂 Bm1 固定安装在基座 B0 的 zb 的
正方向上，在基座坐标系上向量 ra=[0, 0, 0.5 m]T。
Bp1 与 Bp2 为薄板结构太阳帆板。若假设 lcr=1×10−5，
关节处参数如表 2所示 [20]，该系统本体结构的物

理参数如表 3所示。
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表 2    空间柔性机器人关节机构物理参数

Table 2    Physical parameters of joint mechanism of space flexible robot

关节 质量/kg
尺寸/m 惯量/（kg·m2） 阻尼系数/

（N·m·s/rad）
刚度系数/
（N·m/rad）

长度 半径 Ixx Iyy Izz

J1，J2 2.3 0.06 0.07 0.074 5 0.074 5 0.010 0 0.05 1 000

J3，J4，J5, J6 2.3 0.06 0.07 0.074 5 0.074 5 0.010 0 0.05 800
 
 

 
 

表 3    空间柔性机器人机构物理参数

Table 3    Physical parameters of spatial flexible robot mechanism

机械臂 质量/kg
尺寸/m 惯量/（kg·m2） 弹性模量/

109 Pa长度 宽或半径 高 Ixx Iyy Izz

B0 1.58×103 1.5 1.5 1.5 1.481×103 1.481×103 0.592×103 210

B1 10 0.256 0.063 0.074 5 0.074 5 0.039 7 210

B2 17 1.774 0.063 4.492 0.067 5 4.492 70

B3, B5 5 0.128 0.063 0.033 1 0.033 1 0.039 7 210

B4 16 1.604 0.063 3.462 0.063 5 3.462 70

B6 7 0.294 0.063 0.064 3 0.064 3 0.027 8 210

Bp 162 4 1 0.02 9.000 56.456 47.627 0.37

 
 

利用软件 Soilworks 对空间机器人进行的结

构设计，关节连接部分采用接触面锁定来固结；

利用有限元 ANSYS对空间柔性机器人的柔性部

件进预处理，将其部件导入软件中获取利用模态

分析模块获取其模态值。柔机械臂以简支端-简

支端为边界条件，柔性薄板以固定与自由度端为

边界条件进行仿真，由于柔性体振动中低阶模态

起主要作用，因此，在仿真去掉刚体模态，连杆前

2阶振动频率为 11.25 Hz和 30.93 Hz，而柔性太阳

帆板的前 4阶振动频率为 2.322、11.253、14.491、

36.122 Hz。将其导入 Adams中进行仿真。在该

仿真中 B0、Bm1、Bm3、Bm5 与 Bm6 为刚体，Bm2、Bm4、

Bp1 与 Bp2 为柔性体。B0 与 Bp1、Bp2 之间设置为固

定副，柔性连杆与关节轴间设置为固定连接，同

时将 ANSYS得到的柔性机械臂和柔性太阳帆板

的模态文件导入到Adams软件进行组装。在 Bm1～

Bm6 之间添加转动副，并设置旋转扭簧阻尼器，同

时在转动副施加驱动力矩，得到柔性空间机器人

的虚拟样机。以机械臂各关节均与 zb 平行为参

考，定义瞬时顺时针方向为正，载体基座的位置

rb=[0, 0, 0]T（m） , θb=[0, 0, 0]T（o） , 载体上输入力与

力矩均为 0。机器人的初始角度选取为 q=[0, 0, 0,

τ0, 0, 0]T（o），各个关节力矩为 =[10, 10, 10, 1, 1, 0.1]T

sin（4πt）（N·m），在 Simulation模块中设置仿真时

间为 10 s，步长为 0.1 s，进行仿真。

在本文仿真中，载体基座与机械臂的初始值

与 Adams中初值、输入力矩以及仿真时间均相同，

利用求解算法 ode15 s对其动力学进行仿真模拟，

以输出空间载体（基座）的平动位移、转动角度与

机械臂关节角度等变量，与本文中的动力学模型

和求解算法的计算结果进行对比，以验证了本文

所建立模型的正确性。为了更为清晰描述动力学

建模与模拟，给出建模流程图，具体如图 3所示。

计算结果见图 4～图 8。图 4为机器人载体的位

姿变化；图 5为机械臂关节角度变化；图 6为机械

臂关节柔性变化；图 7为机械臂末端的柔性变形，

图 8为柔性帆板柔性变形。

根据图 4与图 5的曲线分析可知，其载体

位姿与机械臂关节变化是基本一致的，这验证

了所建模型的正确性。对比图 6中曲线，关节

柔性变形是一致的，进一步验证了本文模型有

效性。

根据图 7柔性连杆的变形可知，关节对三维

柔性变形振动，x、y、z 方向变形分别为剪切变形、
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扭转变形与弯曲变形。根据其数量级变化可知，

柔性连杆的变形主要体现于弯曲变形上，但该弯

曲变形不只是平面意义上的二维弯曲变形，它考

虑轴向剪切与扭转变形的影响的耦合变形。同样，

而图 8中的曲线变化，无论左帆板还是右帆板，其

弯曲变形相比于剪切与扭转变形是十分较明显的，

这与以往研究中变形是相符合的，进一步证明了

该动力学的正确性。
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图 3    基于 Gibbs-Appell的递归动力学计算流程

Fig. 3    Recursive dynamics calculation flow based on Gibbs-Appell
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图 5    机械臂关节角度变化

Fig. 5    Changes of joint angles
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图 8    帆板中心点变形

Fig. 8    Deformation of solar panel center point
 

 5.2   特性分析

 5.2.1    关节刚度对空间机器人的影响分析

机械臂包括连杆柔性与关节柔性，其柔性结

构不易被设计。输入力矩通过关节结构来传递，

不同关节刚度对连杆与附件的柔性变形具有较大

的影响，本小节采用单变量参数分析法，基本参

数与驱动均与文中第 4.1节中的参数保持相同。

关节刚度为 K=[700, 750, 800]（N·m/rad），以柔性

振动变形为评定指标，进行仿真对比。图 9与

图 10为不同关节刚度机械臂末端与帆板中点的

柔性变形。

根据图 9中，对不同刚度的关节的柔性机械

臂连杆 z 方向的变形对比，可知随着关节刚度的

增大，机械臂弯曲变形逐渐减小。由图 10中的振

动曲线变化可知，关节刚度增大使得关节柔度降

低，关节驱动力矩减小，进而使得柔性空间机器

人连杆与附件的振动幅度增减小，这与弹性传动

力 Fδ 是相辅相成的。
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Fig. 10    Deformation of solar panel center point （different joint stiffnesses）
 

 5.2.2    关节摩擦对空间机器人的影响分析

采用与文中第 4.2.1节相同的研究方法，

设定关节刚度为 700 N·m/rad，不同摩擦因数为

C=[0.005，0.05，0.25] （N·m·s/rad） ,  以机械臂与附

件的 z 方向变形为评定目标，进行仿真分析。图 11
为不同关节摩擦因数的柔性机械臂的 z 方向变形；

图 12为不同关节摩擦因数的柔性帆板的 z 方向

变形。
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Fig. 11    End deformation of manipulator （different joint friction coefficients）
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通过对比图 11与图 12中的关节摩擦因数变

化，随着摩擦因数增大，柔性连杆与太阳帆板的 z
方向变形均是减小的。摩擦因数增大，消耗了驱

动力矩驱动的总的能量，进而减小柔性变形的驱

动总能，进而使得柔性变形的振幅减小。

 6    结　论

1）  本文利用递归 Gibbs-Appell的方法，提出

了一种柔性空间机器人的运动学与正逆动力学方

法，关节考虑了关节弹性、摩擦与侧向间隙等；基

于 TBT，从三维角度综合考虑了臂体变形。

2） 利用旋转矩阵 R3×3 与向量 L1×3 替代变换

矩阵 T4×4 简化了递推运动学，以缩小计算量。在

模型推导过程中，对偏微分式进行预分解的局部

计算，以提高计算速率。而对惯性矩阵的求和项，

利用递归式计算方法，以满足实时计算需求。

3）  基于联合仿真，在相同的驱动力矩下，空

间机器人的载体的轨迹、关节柔性变量、关节轨

迹以及连杆弹性变形均保证了一致性，验证了所

建动力学模型的正确性。

4） 在一定关节刚度变化范围，机械臂关节刚

度的增大，使得关节柔度降低，且关节驱动力矩

减小，进而使得柔性空间机器人连杆与附件的柔

性振动幅度减小。而随着摩擦因数的增大，使得

驱动能量损失严重，进而降低了运动性能，在一

定程度上使得连杆与附件变形有减弱的趋势。
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