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三维曲面边界层的简化线性稳定性理论
涂国华1，赵    磊2，万兵兵1，2，陈    曦1，李晓虎1，陈坚强1

（1.  中国空气动力研究与发展中心 空气动力学国家重点实验室，四川 绵阳 621000；
2.  天津大学 机械工程学院，天津 300072）

摘　　　  要：    分析了贴体曲线正交坐标系下线性化小扰动方程（LPEs）中各曲率项的量级，结果显示大部分

曲率项都是高阶小量。通过忽略这些高阶小量，得到了贴体曲线正交坐标系下的简化版小扰动方程。简化

版小扰动方程不需要繁琐推导，可直接来源于笛卡儿坐标系下的小扰动方程的简单拓展，方便初学者使用。

基于简化版的小扰动方程，发展出了能适用于三维曲面边界层的简洁形式的线性稳定性理论（LST）。针对

亚声速后掠翼边界层的稳定性，简洁形式 LST预测的横流失稳增长率与完整形式 LST结果的绝对偏差小于

4×10−5；针对高超声速尖锥边界层的稳定性，简洁形式 LST精确预测了周向曲率对 Mack模态中性曲线的影

响。数值结果表明简洁形式的 LST拥有与完整形式的 LST几乎相同的精确度。
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Simplified linear stability theory for boundary layer of three-dimensional
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Abstract:   The magnitude orders of the terms of the linearized perturbation equations (LPEs) in body-
fitted three-dimensional curvilinear orthogonal coordinates were analyzed. Results showed that most of the
curvature-related  terms  were  represented  by  high-order  small  quantities.  The  LPEs  in  body-fitted
curvilinear  orthogonal  coordinates  were  greatly  simplified  by  neglecting  the  high-order  small  quantities,
which resulted in the simplified LPEs. The tedious derivation of the fully LPEs in curvilinear orthogonal
coordinates was no longer needed. The simplified LPEs can be easily obtained by extending the Cartesian
LPEs  to  body-fitted  curvilinear  orthogonal  coordinates  for  the  convenience  of  beginners.  The  simplified
linear stability theory (LST) suitable for boundary layers with surface curvatures was developed based on
the  simplified  LPEs.  The  accuracy  of  the  simplified  LST  was  validated  in  the  boundary  layers  on  the
curved surfaces of a subsonic sweep wing and a hypersonic sharp-nose cone. For the former, the growth
rate of crossflow instability predicted by the simplified LST deviated from the result predicted by the full
form  LST  less  than  4×10−5;  for  the  later,  the  simplified  LST  accurately  predicted  the  effect  of
circumferential  curvature  on  the  neutral  line  of  the  Mack  mode.  Numerical  results  showed  that  the
simplified LST had almost the same accuracy with the full form LST.
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航空航天飞行器通常会遇到层流与湍流之间

的转捩，转捩对摩擦阻力、热交换速度、物质掺混

速度和流致噪声强度等产生数倍影响[1]。线性稳

定性理论（LST）是研究流动稳定性和转捩问题的

最有效、最广泛的工具之一，也是边界层转捩 eN

预测方法的重要基础[1-3]。早期，LST主要用于研

究不可压缩流动的稳定性及转捩问题[4]。近年来，

LST已经用于研究可压缩气体 [5-6] 和高温真实气

体的稳定性和转捩问题[7-8]，甚至用于发展边界层

转捩控制技术[9-11]。

LST是在小扰动假设与准平行流假设的基础

上建立起来的，在扰动方程的推导过程中，首先

基于小扰动假设忽略扰动的非线性作用，可以得

到线性化的扰动方程，然后采用准平行流假设，

将扰动表示为行波的形式，从而把偏微分形式的

扰动方程转换成常微分形式的控制方程，给定合

适的边界条件形成特征值问题，通过数值方法快

速求解。

LST通常与贴体曲线正交坐标系结合使用，

可以对几乎所有的表面变化平缓的二维和三维附

着边界层进行稳定性分析。LST的贴体曲线正交

坐标系通常要求一条坐标线与物面平行（流向），

另一条坐标线与物面垂直（法向），然后第三条坐

标线（展向）通过右手法则给定。但是，曲线正交

坐标系有拉梅系数。物理外形不同，拉梅系数不

同；空间位置不同，拉梅系数也可能不同。所以，

在贴体三维曲线正交坐标系下的小扰动方程非常

复杂，公开文献中缺乏现成的同时包含流向及展

向曲率的公式可供使用（文献中常见仅包含一个

方向曲率的公式）。若直接在贴体曲线正交坐标

系推导小扰动方程，势必异常繁琐且容易出错。

早期的研究工作也曾尝试忽略壁面曲率的影

响，但即使对于简单的翼型，忽略壁面曲率也会

使增长率计算结果偏大[12]。再如，只有考虑凹壁

面的曲率才能发现 Görtler涡失稳[13]。可见，贴体

三维曲线正交坐标系所表达的曲率效应对边界层

稳定性有重要的影响。考虑到全三维曲线正交坐

标系下推导方程的复杂性，许多研究者通常仅考

虑一个方向的曲率，比如梁贤[14] 给出的考虑展向

曲率的稳定性方程，任杰等[13] 和徐国亮[15] 给出的

考虑流向曲率的稳定性方程。

流体力学工程应用中遇到的流动稳定性和转

捩问题通常是全三维的，不考虑曲率或仅考虑一

个方向的曲率都有可能导致严重错误。但是，全

三维外形的小扰动方程非常复杂，基于小扰动方

程建立起来的 LST和 eN 方法也非常复杂，LST
和 eN 方法的程序代码编写难度大。因此，三维壁

面固有的复杂性导致 LST和 eN 方法的入门难度

大、学习过程长、使用不方便等，成为少数专业人

士的专有特长，严重阻碍了 LST及 eN 方法在工程

中的推广应用。

与曲线正交坐标系不同，笛卡儿坐标系下的

小扰动方程相对简单，能够在一些公开文献中查

到，比如文献 [16]。若能直接在笛卡儿坐标系下

的小扰动方程的基础上，通过简单变换就获得全

三维曲面边界层的 LST方程，势必为没有全三维

LST工具的研究人员带来极大方便。

本文通过量纲分析，通过忽略贴体曲线正交

坐标系下的高阶小量，但仍然抓住表面曲率对稳

定性的主要贡献，大大简化贴体曲线正交坐标系

下的小扰动控制方程，推导出一种简洁的适合三

维曲面边界层的线性稳定性分析方法。

 1    线性稳定性方程

 1.1   笛卡儿坐标系下的小扰动方程

在推导贴体曲线正交坐标系下的小扰动方程

前，先简单回顾笛卡儿坐标系下的小扰动方程，

这也是本文的基础。

将流场物理量写为基本流与扰动的叠加，即：

q = q0+ q′ （1）

q0 =（ρ0,u0,0,w0,T0）
T

q′ =（ρ′,u′,v′,w′,T ′）T

其中 为忽略了法向速度的基

本流， 为小扰动。将式（1）代
入笛卡儿坐标系下的 Navier-Stokes方程，减去基

本流满足的方程，并忽略非线性项，所得的线性

扰动方程可以表示成如下形式：Ç
Γ
∂

∂t
+ A ∂
∂x
+B ∂
∂y
+C ∂
∂z
+ D+Vxx

∂
2

∂x2
+Vyy

∂
2

∂y2
+Vzz

∂
2

∂z2
+Vxy

∂
2

∂x ∂y
+Vyz

∂
2

∂y ∂z
+Vxz

∂
2

∂x ∂z

å
q′ = 0 （2）

Γ A B C D Vxx Vyy Vzz Vxy系数矩阵 、 、 、 、 、 、 、 、 、 Vyz Vxz q0、 均为基本流 的函数，附录给出它们的具
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体表达式。

 1.2   三维曲线正交坐标系下的小扰动方程

（x,y,z）

考虑三维曲面边界层，首先建立贴体曲线正

交坐标系。为叙述方便，此处贴体曲线正交坐标

系依然记为 。y为壁面法向，x和 z分别为

流向和展向。设壁面的流向及展向曲率半径分别

r1 r3为 、 ，则贴体曲线正交坐标系的流向、法向、展

向的拉梅系数分别为：

H1 = 1+ y/r1 H2 = 1 H3 = 1+ y/r3 （3）

贴体曲线正交坐标系下的小扰动方程也可表

示成与式（2）类似的形式：ÇÛΓ ∂
∂t
+ ÛA ∂
∂x
+ ÛB ∂
∂y
+ ÛC ∂
∂z
+ÙD+ ÛVxx

∂
2

∂x2
+ ÛVyy

∂
2

∂y2
+ ÛVzz

∂
2

∂z2
+ ÛVxy

∂
2

∂x ∂y
+ ÛVyz

∂
2

∂y ∂z
+ ÛVxz

∂
2

∂x ∂z

å
q′ = 0 （4）

方程（4）的系数矩阵除了与基本流有关，还与

曲率有关。方程（4）的系数矩阵远比方程（2）复杂，

这种复杂性主要体现在以下两个方面：

1）  方程（4）的系数矩阵比方程（2）多出非常

多的非零元，见式（7）及附录 2。
2） 方程（4）系数矩阵非零元的表达式都比方

程（2）的复杂。

 1.3   三维曲线正交坐标系下的简化版小扰动方程

LST的一个基本假设是准平行流。准平行流

假设的本质思想可以理解为量级分析，即抓住问

题的关键因素，忽略高阶小量的影响。对于曲线

正交坐标系，同样可以通过忽略曲率产生的高阶

小量，以便既抓住曲率带来的关键影响，又可以

大大简化方程。

q′

1 ε ε～1/Re

ε

1 ε

ε1 ε3

ε1ε ε3ε ε
2
1ε ε

2
3ε ε1ε3ε

对方程（2）、方程（4）进行量级分析，其中扰

动 的时间偏导数和空间偏导数是同一量级，因

此只需对方程（2）、方程（4）的系数矩阵进行量级

分析。为了推导方便，本小节中，坐标的无量纲

化及雷诺数的定义均以当地边界层名义厚度 δ为

参考长度。方程（2）的系数矩阵中包含两个量级

的物理量，即 和 的量级， 为与黏相关的

小量；方程中 量级的物理量可以反映出黏性项对

失稳机制的影响。方程（4）中除了包含 和 量级

的物理量外，还包含上述与拉梅系数及其空间导

数有关的新增项。新增项中 8项与黏性无关，属

于对流项，量级为 、 ，剩下的均属于黏性项，量

级为 、 、 、 、 ，其中

ε1～
1

H1
· 1

r1
=

1
r1+ y

ε3～
1

H3
· 1

r3
=

1
r3+ y

（5）

r1≫ 1 r3≫ 1

ε1 ε3

ε1ε ε3ε ε
2
1ε ε

2
3ε ε1ε3ε

ε ε1 ε3

除了一些特殊情况，壁面曲率半径通常远大

于边界层厚度，即 和 （注意：此处指以

名义边界层厚度无量纲化的曲率半径远大于 1）；
因此 和 都为与曲率半径相关的小量。方程（4）
中，量级为 、 、 、 、 的项都代表比

、 、 量级更小的高阶小量，可以忽略。于是发

现，在壁面曲率半径通常远大于边界层厚度的前

提下，所有因曲率而新增的黏性项都可以忽略。

附录 2给出了被忽略的黏性项。

ε

ε1 ε3

忽略方程（4）系数矩阵中量级小于 的高阶小

量后，小扰动方程便可以大大简化。方程中依然

保留有 、 量级的与曲率有关的一阶小量，已足

以反映曲率对失稳机制的影响与修正。用上划线

标记简化后的系数矩阵，则包含曲率的简化系数

矩阵与不考虑曲率的笛卡儿正交坐标系下的系数

矩阵有如下简洁的变换关系：

Γ = Γ, A =
1

H1
A, B = B, C =

1
H3

C

Vxx =
Vxx

H2
1
, Vyy = Vyy, Vzz =

Vzz

H2
3

Vxy =
Vxy

H1
, Vyz =

Vyz

H3
, Vxz =

Vxz

H1H3

（6）

D
D D

d1 =
1

r1H1
d3 =

1
r3H3

这一简洁形式的变换关系体现了曲率对直角

坐标系小扰动方程中原有非零元的改变。此外，

因曲率而新增的 8个对流项体现在系数矩阵

的 6个非零元中， 的其余非零元与 相同。记

， ，则

D13 = D13+ρ0d1+ρ0d3

D23 = D23+ρ0u0d1

D31 = D31−u2
0d1−w2

0d3

D32 = −2ρ0u0d1

D34 = −2ρ0w0d3

D43 = D43+ρ0w0d3

（7）

可见，对不考虑曲率的方程系数矩阵经过

式（6）和式（7）的简单改变，即可得到简洁形式的

考虑曲率的小扰动方程的系数矩阵。

 1.4   贴体正交坐标系下的稳定性方程

x y z

与笛卡儿坐标系类似，在贴体坐标系下也采

用准平行流假设，可将小扰动写为行波的形式（为

简便记，本小节仍采用 、 、 表示贴体正交坐标

系下的流向、法向、展向坐标）：

q′（x,y,z, t）= q̂（y）ei（αx+βz−ωt）+ c.c. （8）

ω α β其中 为扰动的无量纲圆频率， 、 为扰动的流
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c.c.向及展向波数， 为复数共轭。将式（8）带入简

化后的扰动方程，得：Ç“D+ B̂ ∂
∂y
+Vyy

∂
2

∂y2

å
q̂ = 0 （9）

其中®“D = −iωΓ+ iαA+ iβC−α2Vxx −β2Vzz−αβVxz+ D
B̂ = B+ iαVxy+ iβVyz

（10）

û = v̂ = ŵ = T̂ = 0

贴体曲线正交坐标系下的边界条件与笛卡儿

坐标系完全类似，可以根据物理问题给定边界条

件，例如对于无滑移等温壁面和远场边界，可以

取 。

ε～1/Re

δ

103～105 ε为10−3～10−5

δ

ε1 ε3 10−1～

10−3

ε1ε ε3ε

前述分析已经指出，小扰动方程的简化过程

只忽略了小于 的高阶小量。实际工程问

题中，边界层失稳雷诺数（参考长度为 ）通常为

量级，即 量级。边界层名义

厚度 通常为毫米量级，壁面曲率半径通常是厘米

至米的量级，所以式（5）所定义的 和 为

量级。简化版小扰动方程所有忽略的小量中，

量级最大的为 和 。与完整版相比，简化版

线化扰动方程在曲率半径较大的地方基本相同，

在曲率半径较小的地方差别有所增大。总之，简

化版线化扰动方程有效的前提是边界层厚度相对

于曲率半径是小量。后续将数值验证该简洁形式

的 LST方程与完整形式的 LST方程具有几乎相

同的精度。

 2    数值结果及验证

本文将采用两个算例验证简洁形式的 LST
方程与完整的 LST方程具有几乎相同精度。第

一个算例是亚声速后掠翼流动，计算了横流驻波

及行波失稳，主要是检验流向曲率的影响。第二

个算例是马赫数为 6的高超声速尖锥流场，计算

了第一模态及第二模态的 T-S（Tollmien-Schlicht-
ing）波失稳，主要是检验展向曲率的影响。

 2.1   马赫数 0.8的 NLF（2）-045后掠翼

x∗/c

δ99

选用 NLF（2）-045翼型，来流马赫数为 0.8，弦
长雷诺数为 8.739×106，后掠角为 45°，攻角为−4°。
采用 OpenCFD-SC[17] 计算层流基本流，计算中采

用 1mm作为参考长度。有关基本流的详细信息

见文献 [18]和文献 [19]。图 1给出了翼型上表面

的边界层名义厚度与壁面曲率半径的比值，横向

表示以弦长无量纲化的弦向位置；其中，展向

速度达到其远场值的 0.99倍处定义为边界层的

外缘。边界层名义厚度 与壁面曲率半径 R的

δ99/R比值 在前缘处较大，随后迅速减小到 0.001
的量级。在下文进行稳定性计算的最前沿位置

（0.013倍弦长处），其比值为 0.007，可见壁面曲率

确实是相对小量。

−αi x∗/c

分别采用贴体曲线正交坐标系下完整的

LST方程、简洁形式的 LST方程及不考虑曲率

的 LST方程计算横流驻波及横流行波的增长率，

图 2给出了不同方程的计算结果对比，图 2（a）为
横流驻波的增长率 沿弦向位置 的分布，

图 2（b）为横流行波的结果；计算时选择了增长率

相对较大的扰动波参数。图中实线代表完整的

LST方程计算的结果，符号表示简洁形式的 LST
方程计算的结果，虚线给出了不考虑曲率影响的

计算结果；图中 Δ为简洁形式的 LST所得结果与

完整 LST所得结果的绝对偏差。图 2清楚地显

示，对于横流驻波及行波扰动，简洁形式 LST方

程的计算结果与完整形式 LST方程的结果符合

很好，绝对偏差 Δ均小于 4×10−5；因此简洁形式

的 LST方程所得结果已足够精确。忽略曲率后，

所得增长率明显偏大，这与以往的认识一致。对

于其他频率或展向波数的扰动也有类似的结论，

此处不再列举。

 2.2   马赫数为 6高超声速尖锥

参照文献 [20]的计算参数计算了零攻角尖锥

的层流基本流，马赫数为 6，静温为 63.3 K，尖锥

的球头半径为 1.27 mm，半锥角为 5°。文中第 2.2
节计算以球头半径为参考长度，雷诺数为 32 500。

不稳定波的中性曲线可以直观展示不稳定波

的频率及波数范围，在稳定性分析中具有重要意

义。选择距球头 0.46 m处的基本流，此位置的展

向曲率为 0.024 mm。图 3展示了在此位置由不
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图 1    翼型上表面的边界层厚度与曲率半径的比值

Fig. 1    Ratio of boundary layer thickness to curvature radius for

the upper surface of wing
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ω β

β = 0

同 LST方程计算的第一模态与第二模态 T-S波

的中性曲线， 、 分别为扰动的频率和展向波数。

图中清晰地显示简洁形式 LST方程得到的结果

与完整形式 LST方程的结果非常符合，而忽略展

向曲率后所得结果存在一定的偏差。需要指出的

是，对于二维 T-S波（即图中 ），三种结果几

乎完全相同，表明展向曲率对二维扰动波影响

较小。

 3    结　论

通过比较笛卡儿坐标系下的扰动方程和贴体

曲线正交坐标系下的扰动方向，发现因曲率带来

的 56项非零元中的 48项属于黏性项，8项属于

对流项。在边界层厚度远小于曲率半径的假设下，

这 48项黏性项都是高阶小量。通过忽略高阶小

量，建立起了贴体曲线正交坐标系下的简化版的

线性稳定性方程，该方程的系数矩阵可通过笛卡

儿坐标系下的系数矩阵的简单变换（即式（6）和
式（7））获得，大大降低了线性稳定性方程的复杂性。

从简化版的线性小扰动方程出发，基于当地

平行流假设，建立起了一种简洁的线性稳定性方

程。通过后掠翼流动中的横流驻波和行波，以及

高超声速尖锥流动中的第一、二模态算例，验证

了简洁形式的 LST方程拥有与完整形式的 LST
方程几乎相同的精度。本文工作有利于笛卡儿坐

标系下的 LST及 eN 方法在三维曲面边界层中的

推广应用。
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 附录 1　笛卡儿坐标系下完全气体的线性扰动方程的系数矩阵

Γ µ0 κ0

只需给出方程（2）系数矩阵的非零元，根据文中提供的变化关系式（6）和式（7），可以方便地得到考

虑曲率的简洁形式的线性扰动方程。 为比热比， 为动力黏度， 为导热系数，方程（2）系数矩阵的非

零元如下：

Γ11 = 1,Γ22 = ρ0,Γ33 = ρ0,Γ44 = ρ0,Γ51 =
1−γ
γ

T0,Γ55 =
1
γ
ρ0;

A11 = u0,A12 = ρ0,A21 =
T0

γMa2
,A22 = ρ0u0,A23 = −

1
Re
· ∂µ0

∂y
,A25 =

ρ0

γMa2
,A32 =

2
3
· 1

Re
· ∂µ0

∂y
,

A33 = ρ0u0,A35 = −
τ0

Re
· ∂u0

∂y
,A44 = ρ0u0,A51 =

1−γ
γ

T0u0,A53 = −
2（γ−1）µ0Ma2

Re
· ∂u0

∂y
,A55 =

ρ0u0

γ
;

2588 航    空    动    力    学    报 第 38 卷

https://doi.org/10.1017/S0022112099007260
https://doi.org/10.1017/S0022112099007260
https://doi.org/10.1017/jfm.2015.490
https://doi.org/10.1007/s11433-008-0007-8
https://doi.org/10.1007/s11433-008-0007-8
https://doi.org/10.1007/s10483-017-2214-6
https://doi.org/10.1007/s10483-017-2214-6
https://doi.org/10.2514/1.J050032


B13 = ρ0,B22 = −
1

Re
· ∂µ0

∂y
,B25 = −

τ0

Re
· ∂u0
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,B31 =

T0

γMa2
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4
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Re
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ã
Tc其中 ， 为 Sutherland参考温度与来流温度的比值。

 附录 2　与拉梅系数及其空间导数有关的黏性项

在贴体曲线正交坐标系下扰动 Navier-Stokes方程会出现拉梅系数及其 6项空间导数项。由于体贴

正交坐标系的法向拉梅系数为 1，与此有关的两项拉梅系数的空间导数为零。为了简化推导过程，假设

曲率半径的空间变化量是小量（实际外形的曲率半径通常是缓慢变化的），在此假设下,又有两项拉梅系

数的空间导数近似等于零。剩下两项拉梅系数的空间导数为：

d1 =
1

H1
· 1

r1
,d3 =

1
H3
· 1

r3

x z由于线性稳定性理论采用了平均流假设，因此所有物理量对流向 及展向 的偏导数均为零。与拉

梅系数及其空间导数有关的黏性项为：
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RePr
（d1+d3）;

Ĉ34 =
7µ0

3ReH3
d3,Ĉ35 =

τ0w0

ReH3
d3,Ĉ43 = −

µ0

3ReH3
（d1+7d3）,Ĉ54 =

2（γ−1）Ma2µ0w0

Re
d3;

D̂22 =
µ0

Re

Å
3d1d1+d1d3+τ0

∂T0

∂y
d1

ã
, D̂23 = −

µ0

3Re
（4d1−2d3）,

D̂25 =
τ0

Re

ï
∂u0

∂y
d1+u0

∂d12

∂y
+u0d12（2d1+d3）−u0

∂τ0

∂y
d1

ò
, D̂32 =

τ0µ0

Re
d1,

D̂33 =
8µ0

3Re
（d1d1+d3d3）+

2τ0

3Re
· ∂T0

∂y
（d1+d3）, D̂34 =

µ0

Re
d3d3, D̂43 =

1
Re

ï
µ0
∂T0

∂z

Å
−2

3
d1+

4
3

d3

ãò
,

D̂44 =
1

Re

ï
µ0（d1d3+3d3d3）+τ0

∂T0

∂y
d1

ò
, D̂45 =

1
Re

ï
τ0

Å
∂w0

∂y
d3−w0d1−2w0d3

ã
−w0d3

∂τ0

∂y

ò
,

D̂52 = −
2（γ−1）Ma2µ0u0

Re
d1d1, D̂54 = −

2（γ−1）Ma2µ0w0

Re
d3d3,

D̂55 =
2（γ−1）Ma2τ0

Re
（u0d1+w0d3）−

κ0
RePr

· ∂T0

∂y
（d1+d3）.
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