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基于 Levenberg-Marquardt算法的航空发动机
模型求解混合算法

唐洪威，谢文平，崔    毅，邓康耀

（上海交通大学 动力机械与工程教育部重点实验室，上海 200240）

摘　　　  要：    为了降低航空发动机非线性模型求解的收敛性要求，将模型非线性方程组的求解问题转化为

最小二乘问题，提出了基于 Levenberg-Marquardt（L-M）算法的混合算法。为了使 L-M算法跳出局部解，混合算

法使用动力学方法修正局部解；为了提高计算效率，利用 Broyden拟牛顿法加速 L-M算法。以涡扇发动机为

研究对象，应用混合算法、L-M算法、牛顿法和 Broyden拟牛顿法进行稳态和瞬态仿真。结果表明：在稳态工

况下，L-M算法和混合算法收敛范围更大，在随机初值条件下能达到 90%以上的收敛率，远高于牛顿法和

Broyden拟牛顿法不到 20%的收敛率，且混合算法计算速度与 Broyden拟牛顿法相当。在瞬态工况下，  L-M算

法和混合算法能够在牛顿法和 Broyden拟牛顿法都不收敛的强瞬变工况收敛，且混合算法瞬态计算时间仅为

Broyden拟牛顿法的 1.13倍。仿真结果表明该算法在航空发动机模型求解上具有良好的适用性。
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Hybrid algorithm for aero-engine model solving based on
Levenberg-Marquardt algorithm

TANG Hongwei， XIE Wenping， CUI Yi， DENG Kangyao

（Key Laboratory for Power Machinery and Engineering of Ministry of Education，
Shanghai Jiao Tong University，Shanghai 200240，China）

Abstract:   In  order  to  reduce  the  convergence  requirements  for  solving  the  nonlinear  model  of
aeroengine， the  problem of  solving  the  model  nonlinear  equations  was  transformed  into  the  least  square
problem. A hybrid algorithm based on Levenberg-Marquardt (L-M) algorithm was proposed. The hybrid
algorithm avoided  the  local  solution  by  modifying  the  local  solution  with  dynamic  method.  Meanwhile，
Broyden quasi-Newton method was used to accelerate the L-M algorithm. Targeting turbofan engine，the
hybrid  algorithm， L-M  algorithm， Newton  method  and  Broyden  quasi-Newton  method  were  used  for
steady-state  and  transient  simulation.  Results  showed  that:  under  the  steady-state  condition， if  L-M
algorithm and hybrid algorithm had larger convergence range， the convergence rate can reach more than
90% under the random initial value condition，much higher than the convergence rate of Newton method
and  Broyden  quasi-Newton  method  which  was  less  than  20%， and  the  calculation  speed  of  hybrid
algorithm was similar to that of Broyden quasi-Newton method. Under transient condition，L-M algorithm
and  hybrid  algorithm  can  converge  at  strong  transient  condition  where  neither  Newton  method  nor
Broyden  quasi-Newton  method  converged， and  the  transient  computation  time  of  hybrid  algorithm  was
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only  1.13  times  that  of  Broyden  quasi-Newton  method.  Simulation  results  show  that  the  algorithm  has
good applicability in solving aero-engine model solving.

Keywords:   nonlinear model；Newton method；broyden quasi-Newton method；
Levenberg-Marquardt algorithm；hybrid algorithm

 

航空发动机部件级性能仿真模型在发动机研

制过程中有着不可替代的作用。高精度、高实时

性和强收敛性的航空发动机模型也是发动机控制

系统设计、控制系统数值仿真等关键技术的基础。

因此，国内外研究者针对航空发动机性能仿真计

算模拟开展了大量的研究工作[1-4]。

航空发动机部件级性能仿真模型在各个部件

特性已知的基础上，通过求解非线性方程组来获

得各个截面的主要参数。因此，非线性方程组的

求解方法直接影响到性能仿真模型的适用能力。

当前普遍的求解航空发动机非线性模型的方法主

要为牛顿（Newton-Raphson，NR）法和 Broyden拟

牛顿法。但上述方法均存在严重的收敛性问题，

只有初值与真实值比较接近时迭代才会收敛，这

严重影响了发动机性能仿真模型的计算能力。为

了解决上述问题，文献 [5-6]分析统计了不收敛的

类型和机理，分别提出了以发动机部件特性图为

基础的独立变量限制法、独立变量初值拟合法、

变步长牛顿法以及部件特性扩展法等解决措施。

文献 [7]提出通过自适应调整计算步长和校正函

数的自校正 Broyden拟牛顿法，在非线性系统中

具有更好的计算性能。文献 [8]通过残差的变化

趋势来调整步长以改善牛顿法的收敛性。文献 [9-10]
将遗传算法（genetic algorithm，GA）用于航空发动

机非线性方程组的求解，目前已经证明遗传算法

具有全局收敛性，但计算效率较低且实现过程较

为复杂。文献 [11-12]将粒子群（particle  swarm
optimization，PSO）算法用于航空发动机非线性方

程组的求解，并针对粒子群算法在航空发动机非

线性方程组中的求解进行了一定改进，但仍存在

计算效率低的缺点，且粒子群算法并不能保证得

到方程组的解。文献 [13]将变循环发动机（vari-
able cycle engine, VCE）模型求解转化为求最小值

的优化问题，引入差分进化算法进行模型的求解，

并提出一种自适应差分进化算。为了在保持传统

算法收敛速度的同时具有智能算法的全局收敛性

特点，文献 [14]提出了 GA-NR算法，该算法在模

型不收敛点采用遗传算法与牛顿法交替计算，提

高了牛顿法的收敛性。文献 [15-16]提出了提高

迭代算法收敛性和计算效率的 PSO-NR融合算法，

计算结果表明了该方法良好的全局收敛性和计算

效率。文献 [17]提出一种基于量子粒子群优化（QPSO）

算法与 Broyden拟牛顿法混合的求解思路，计算

结果表明该混合算法可有效快速地完成 VCE部

件模型的求解。在航空发动机模型求解中，还可

通过引入部件容积效应，用微分方程组替代非线

性方程组，避免迭代求解。仿真结果表明该方法

在一定条件下可实现稳态模型求解和瞬态过程的

快速计算。但微分方程求解步长受限于容腔的容

积大小，通过适当放大容积可有效提升瞬态过程

计算速度，但会损失一定的计算精度[18-24]。

综上所述，航空发动机模型求解研究取得了

极大的进展。但在极端条件下，牛顿法和 Broy-
den拟牛顿法仍无法满足收敛性要求，而智能全

局搜索方法则受限于算法复杂度并不适合在线应

用，容积动力法难以兼顾模型计算精度和计算效

率。Levenberg-Marquardt（L-M）算法作为经典的

求解非线性方程组和最小二乘问题的方法被广泛

使用，且针对 L-M算法提出了更多的改进算法，

取得了极大的成果[25-28]。但 L-M算法在航空发动

机模型上的应用研究较少[29-30]。

本文针对航空发动机模型数值计算中出现的

计算不稳定现象，将 L-M算法用于航空发动机模

型求解，并提出了利用 Broyden拟牛顿法加速 L-M
算法，利用动力学方法在动力学方向修正局部解

的混合算法，提出了相应的动力学修正准则和混

合准则。以两轴分开排气涡扇发动机为对象进行

稳态和瞬态计算，并与牛顿法和 Broyden拟牛顿

法对比，验证混合算法的适用性。

 1    L-M算法

 1.1   L-M算法原理

考虑非线性方程组问题

F (X) = 0 （1）

通常可将上述非线性方程组的求解问题转化

为非线性最小二乘问题来求解。非线性最小二乘

问题的一般形式为

min
X∈Rn

f (X) =
1
2
∥F (X)∥2 = 1

2

m∑
i=1

(Fi (X))2

m≥n

（2）
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Rn式中 为 n维的实数向量，m为方程的个数。

f (X) Xk在点 处的二次近似模型为

mk (X) = f (Xk)+ g(Xk)T (X−Xk)+
1
2

(X−Xk)T Hk (X−Xk)
（3）

其中

g (X) = J(X)T F (X) （4）

H (X) = J(X)T J (X)+S (X) （5）

从而求解式（1）的牛顿法为

Xk+1 = Xk −
(
J(Xk)T J (Xk) + S (Xk)

)−1
J(Xk)TF (Xk)

（6）

J(X) X F(X)

X

式中 为 处的雅可比矩阵， 为各个方程

组在 处计算得到的向量。

S (X)由于 Hessian矩阵中的 2阶信息项 难以

计算，当忽略掉 2阶信息项后，得到高斯-牛顿迭

代公式

Xk+1 = Xk −
(
J(Xk)T J (Xk)

)−1
J(Xk)TF (Xk) （7）

Xk

高斯-牛顿法是求解非线性最小二乘问题的

最基本方法。应用高斯-牛顿法求解非线性最小

二乘问题要求在 处的雅可比矩阵满秩，当雅可

比矩阵坏条件时，会引起数值计算上的困难。且

高斯-牛顿法在求解大残量问题时，可能不收敛。

在此基础上，Levenberg与 Marquardt对高斯-牛顿

法进行了改进，提出了 L-M算法[31]。

考虑采用信赖域模型的约束非线性最小二乘

问题 {min ∥F (Xk)+ J (Xk) (X−Xk)∥
s.t. ∥X−Xk∥≤∥∆k∥ （8）

∆k式中 为信赖域半径。上述模型的解可由(
J(Xk)T J (Xk)+λk I

)
dk = −J(Xk)TF (Xk) （9）

来表示，进而得到 L-M算法的迭代公式

Xk+1 = Xk −
(
J(Xk)T J (Xk)+λk I

)−1
J(Xk)T F (Xk)

（10）

I dk Xk

λk≥0 λk

λk

λk

式中 为单位矩阵， 表示在 处计算得到的步长，

参数 。参数 的引入克服了雅可比矩阵奇

异或坏条件带来的困难，且能够保证 L-M算法的

迭代步始终为迭代的下降方向。观察式（10）可知，

当 很大时，L-M算法转化为最速下降法，这使得

其在迭代初始时具有最速下降法初始下降量大、

迭代迅速、鲁棒性强的特点。在迭代末端， 接

λk dk

dk

近 0，则 L-M算法转化为最小二乘解的高斯-牛顿

法，这使其快速收敛且避免最速下降法的振荡。

因此，L-M算法中的参数 不仅影响 的方向，而

且影响 的大小，具有良好的适用性。

 1.2   L-M算法收敛性分析

N ∈ Rn N∩X∗ , ∅

κleb > 0

定义　设 且满足 ，如果存在

常数 ，使得

∥F (X)∥≥κlebdist (X,X∗) ∀X ∈ N （11）

F (X) N

X X∗ X∗ F(X) = 0

则称 在 内有局部误差界。式中函数 dist表
示 到 的距离， 为 的解集。

J (X∗) X∗ X∗

∥F (X)∥ X∗
如果雅可比矩阵 在解 处非奇异，则

为孤立解，因此 在解 的某个邻域上提供

了局部误差界条件。

F (X) J (X)定理　假设 、 为李普希茨连续，则

L-M算法全局收敛。

lim
k→∞

∥∥∥J(Xk)TF (Xk)
∥∥∥ = 0 （12）

F (X) λk = uk ∥F (Xk)∥
F (X) X∗ N (X∗,b)

uk

若问题还满足方程 =0有解， ，

且 在解 的邻域 内满足局部误差界

条件，那么 L-M算法是 2次收敛的。式中 为非

负调节因子，b是小于 1的正常数，即 0 < b < 1。

F (X)

J (X)

对航空发动机的稳态和瞬态运行状态，总是

存在着孤立解，这使其满足局部误差界条件。在

合理的插值方法下，满足方程 连续可微和

的 1阶李普希茨连续。故通过 L-M算法总

能够找到航空发动机非线性方程组的最小二

乘解。

λk

λk

λk = ∥F (Xk)∥

在 L-M算法中，参数 的选择是保证 L-M算

法收敛性的关键。为了确保算法的稳定性和收敛

速度，本文采用 Fan等[32] 证明的 参数选取方法，

选取 。

 1.3   混合算法原理

Xk

L-M算法在每一步仍需通过中心差分法计算

雅可比矩阵，为了充分利用 Broyden拟牛顿法计

算速度快和 L-M算法的收敛性范围大的优点。

本文将 Broyden拟牛顿法和 L-M算法结合，利用

Broyden拟牛顿加速 L-M算法；为避免 L-M算法

陷入局部解，在 L-M算法陷入局部解时，利用动

力学方法修正 使其跳出局部解。图 1为混合算

法流程图。

|det (Ak)|

τ

图 1中 为当前点采用 Broyden拟牛顿

法更新得到的矩阵的范数，用于判断矩阵是否奇

异， 为判断矩阵奇异的阈值。混合算法总是保证
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ε在残差 下降、迭代矩阵不发生奇异时使用 Broy-

den拟牛顿法，且在 Broyden拟牛顿法计算得到的

值对应的残差在一定范围时才接受 Broyden拟牛

顿的计算结果。

dk

dk

dk

dk dk

nr

动力学修正原理：发动机在给定初值条件下

为质量流量和功率不平衡的不平衡状态，达到收

敛解时则为平衡状态，在瞬态计算中没有功率平

衡方程。因此发动机模型的求解过程可解释为从

不平衡初始状态过渡到平衡状态的过程，这也是

容积动力法求解发动机模型的原理，该方法通过

动力学微分方程求出步长 ，并通过时间推进使

质量流量和功率达到平衡得到模型的解。L-M算

法通过梯度计算得到步长 ，进而逐渐逼近方程

组的解，但当算法陷入局部解时，无法通过梯度

求出 。本文利用动力学方法在动力学方向修

正 L-M算法使其跳出局部解，但由于动力学计算

得到的 太小，且 太大也会使算法偏离解，因此

分别采用后文的式（16）和式（17）确定相对转速

β dk

Nmax

和压比函数 的修正方向，采用式（18）确定 的

大小。图 2为动力学修正流程图，流程图中 N为

循环次数， 为一次动力学修正的最大循环次

数，函数 sign表示取符号，t为时间。

β nr

β nr

β

模型使用压比函数 和相对转速 作为迭代

变量，因此需求出 和 的动力学方向。压比函数

定义如下：

β =
π−πmin

πmax−πmin
=

π

g (ncor)
− f (ncor) （13）

π ncor πmin

πmax

式中 为压比/膨胀比， 为相对折合转速， 为

某一条折合转速线上的最小压比/膨胀比， 为

某一条折合转速线上的最大压比/膨胀比。

根据式（13）求导得

dβ
dt
=

1
g (ncor)

· dπ
dt
−

(
π

[g (ncor)]2
· dg

dncor
+

d f
dncor

)
×√

Tin,d

nd

(
1
√

Tin

· dn
dt
− 1

2
nT −

3
2

in

dTin

dt

)
（14）

 

给定燃油量、马赫数
和海拔等输入

给定初值X0, 记为X
k−1

计算得||F(X
k−1)||

由L-M算法得X1, 记为X
k

计算得||F(X
k
)||

调用L-M算法计算
得X

k+1和||F(X
k+1)||

动力学
修正

局部解

调用Broyden拟牛顿法
得X

k+1和||F(X
k+1

)||
||F (X

k
)|| < ||F(X

k−1)||

并且|det(A
k
)| > τ

ε < 1×10−5

||F(X
k+1)|| < 2||F(X

k
)||

X
k−1 = X

k
, ||F(X

k−1)|| = ||F(X
k
)||

X
k
 = X

k+1, ||F(X
k
)|| = ||F(X

k+1)||

开始

结束

是

否

否

是

是

是

否

否

返回X
k

图 1    混合算法流程图

Fig. 1    Flow chart of hybrid algorithm
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Tin Tin,d

nd

式中 为相应容积的进口截面的温度， 为发

动机设计点进口截面的温度， 表示发动机设计

点转速。

ncor

nr

n

dT /dt

由式（14）可以看出，在稳态计算情况下，若修

正所有变量，由于 的存在使计算量大幅增加，

因此稳态求解仅修正 。在瞬态计算中的迭代过

程中转速 为定值，又因为在容积动力学中一般忽

略 ，因此上式可简写为

dβ
dt
=

1
g (ncor)

· dπ
dt

（15）

根据转子动力学方程和式（15）可得计算中各

参数的修正方向。

稳态计算相对转速的修正方向为

sign
(

dnr

dt

)
= sign

(
dn
dt

)
（16）

β瞬态计算 的修正方向为

sign
(

dβ
dt

)
=


sign

(
pin

dpout

dt
− pout

dpin

dt

)
  压气机

sign
(
pout

dpin

dt
− pin

dpout

dt

)
  涡轮

（17）

pin pout式中 和 分别表示容积的进口压力和出口压力。

动力学方向修正值为

|dk | =

 |X0−Xk | ×
∥F (Xk)∥
∥F (X0)∥

    
∥F (Xk)∥
∥F (X0)∥ > 0.2

0.2× |X0−Xk |               其他
（18）

X0 Xk式中 为初值， 为当前迭代变量值。

 2    航空发动机模型

典型带有增压级的大涵道比分开排气涡扇发

动机主要由进气道、风扇、增压级压气机、高压

压气机、燃烧室、高压涡轮、低压涡轮和喷管组

成，如图 3所示，图中 N1表示发动机的高压转子，

N2表示低压转子，图中的编号表示发动机主要截

面。在各个部件特性已知的情况下，可建立详细

的涡扇发动机部件级性能仿真模型。对如图 3所

示发动机，在发动机运行达到稳定状态后，具有

如式（19）所示的质量流量和功率平衡关系

∆1 =
(
qm,16−qm,18

)
/qm,16 = 0

∆2 =
(
qm,25−qm,3−qm,bleed

)
/qm,25 = 0

∆3 =
(
qm,41−qm,43

)
/qm,41 = 0

∆4 =
(
qm,45−qm,49

)
/qm,45 = 0

∆5 =
(
qm,6−qm,8

)
/qm,6 = 0

∆6 =
(
plptηlp− plpc

)
/plpt = 0

∆7 =
(
phptηhp− phpc− pex

)
/phpt = 0

（19）

qm,16、 qm,25、 qm,41、 qm,45、 qm,6

qm,18、 qm,3、qm,43、 qm,49、 qm,8

qm,bleed

plpt、 plpc、 phpt、 phpc、 pex

ηhp、 ηlp

式中 分别为外涵喷

管、高压压气机、高压涡轮、低压涡轮、内涵喷管

进口计算质量流量；

分别为外涵喷管、高压压气机、高压涡轮、低压

涡轮、内涵喷管出口计算质量流量； 为高压

压气机压间引气量； 分

别为低压涡轮产生功、低压压气机（包含增压级

和风扇）消耗功、高压涡轮产生功、高压压气机消

耗功、高压轴功率提取功； 分别为高压轴、

低压轴效率。

X0在给定初值 时将上述平衡方程转化为残差

方程如下：

 

开始

非局部解
或N≥Nmax

结束

否

是

计算      和|dk|dX
dt

Xk+1 = Xk + dk

dk = sign (      )×|dk|dX
dt

图 2    动力学修正流程图

Fig. 2    Flow chart of dynamical modified
 

 

燃烧室

燃油

N1
N2

增压级 高压压气机 高压涡轮 低压涡轮

内涵
喷管

外涵
喷管外涵道

风扇

18
8

25

6

41 45 49

16

3

2

43

2 进口截面；3 高压压气机出口截面；6 内涵喷管进口截面；

8 内涵喷管出口截面；16 外涵喷管进口截面；18 外涵喷管

出口截面；25高压压气机进口截面；41 高压涡轮进口截面；

43 高压涡轮出口截面；45 低压涡轮进口截面；

49 低压涡轮出口截面。

图 3    分开排气涡扇发动机简图

Fig. 3    Simplified diagram of a separate exhaust turbofan engine
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εi = ∆i = Fi (X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7) （20）

X1～X7 βfan

βlpc βhpc

βhpt βlpt

n1 n2

其中 分别为风扇压比函数 、低压压气机

压比函数 、高压压气机压比函数 、高压涡

轮膨胀比函数 、低压涡轮膨胀比函数 、低

压转子相对转速 、高压转子相对转速 。表 1
为迭代变量范围限制。
 
 

表 1    迭代变量范围

Table 1    Range of iteration variables

迭代变量 最小值 最大值

βfan 0 1
βlpc 0 1
βhpc 0 1
βhpt 0 1
βlpt 0 1
n1 0.001 1.2
n2 0.001 1.2

为了使用 L-M算法求解发动机的平衡方程，

将平衡残差方程转化为非线性最小二乘问题，构

造目标函数为

ε (X) =
7∑

i=1

1
2
∥εi∥2 （21）

X ε

ε = 1×10−5

式中 为待求解的变量， 为迭代残差限，本文设

定 。

在发动机的动态计算中，由于各部件的容积

较小，且气动过程参数变化比转速变化快得多，

因此不考虑部件的容积效应，认为部件的进出口

质量流量仍满足平衡关系。此时的功率守恒方程

转化为式（22）和式（23）转子动力学方程。在混合

算法中，为了实现对局部解的修正，引入部件的

容积效应，容积动力学方程如式（24）。

dnl

dt
=

1
Jl
· 1

nl

(
30
π

)2 (
plptηlp− plpc

)
（22）

dnh

dt
=

1
Jh
· 1

nh

(
30
π

)2 (
phptηhp− phpc− pex

)
（23）

dpout

dt
=

(
qm,in−qm,out

) γRT
V

（24）

式中 nl 和 nh 分别表示低压转子转速和高压转子

转速，Jl 和 Jh 分别表示低压转子的转动惯量和高

压转子的转动惯量，γ、R、T、V分别表示比热比、

气体常数、温度、容积体积，qm,in 和 qm,out 分别表示

容积进口质量流量和出口质量流量。

 3    数值仿真

 3.1   稳态仿真

X

Rel

为了验证 L-M算法和混合算法在航空发动

机模型计算中的可行性，选取 2个典型工况点（最

大推力和巡航工况）作为验证点。在相同的工况

下，通过给定不同的初值来验证 L-M算法和混合

算法的适用性。具体表现为给定参数 的每个变

量相对于稳态求解得到的值的偏差量，其相对偏

差量定义如式（25）。选取相对偏差量 变化范

围为−0.8～ 0.8的大范围区间，并与牛顿法和

Broyden拟牛顿法的计算效果进行对比，计算结

果见表 2和表 3，表中 H为高度，Ma为马赫数。

表中每列中，括号内和括号外的数据分别对应。

Rel =
Xi−X∗i

Xi
∗ （25）

Xi X∗i式中 为迭代初值， 为稳态计算结果值。

由表 2和表 3可以看出，当初值距离稳态值

较近，4种算法均能够达到收敛，且 Broyden拟牛
 

表 2    最大推力工况（H=0 m，Ma=0）

Table 2    Maximum thrust operation point （H=0 m，Ma=0）

Rel值
牛顿法 Broyden拟牛顿法 L-M算法 混合算法

是否收敛 调动次数 是否收敛 调动次数 是否收敛 调动次数 是否收敛 调动次数

−0.1（0.1） 是（是） 61（76） 是（是） 24（23） 是（是） 76（91） 是（是） 24（24）

−0.2（0.2） 是（是） 91（91） 是（是） 31（24） 是（是） 91（106） 是（是） 43（37）

−0.3（0.3） 是（是） −（106） 否（是） −（27） 是（是） 121（121） 是（是） 40（53）

−0.4（0.4） 否（否） 否（是） −（32） 是（是） 121（136） 是（是） 45（68）

−0.5（0.5） 否（否） 否（否） 是（是） 136（151） 是（是） 57（84）

−0.6（0.6） 否（否） 否（否） 是（是） 196（151） 是（是） 86（85）

−0.7（0.7） 否（否） 否（否） 是（是） 256（181） 是（是） 116（100）

−0.8（0.8） 否（否） 否（否） 是（是） 256（181） 是（是） 148（116）
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±40%

顿法的部件调动次数最少。但当偏差继续增大时，

Broyden拟牛顿法和牛顿法均不能达到收敛，且

会造成计算崩溃并使迭代计算过程中断。其中牛

顿法和 Broyden拟牛顿法的收敛范围均为

左右，但 L-M算法和混合算法在设定的范围内都

能够达到收敛。在 4种方法都收敛的范围内，

L-M算法的部件调动次数略多于牛顿法，混合算

法的部件调动次数远低于 L-M算法，且在小偏差

输入时部件调动次数与 Broyden拟牛顿法基本相

同，但收敛范围远高于 Broyden拟牛顿法。这是

因为在小偏差输入时 Broyden拟牛顿法占主导地

位。在大偏差时，Broyden拟牛顿法在残差降低

时介入，其他情况则依赖于 L-M算法更强的收敛

范围和计算稳定性。这使得混合算法能够在更大

的范围内收敛的同时具有更快的计算速度。

X

为了进一步对比牛顿法、Broyden拟牛顿法、

L-M算法和混合算法在极端初始条件下的计算特

性，在参数 限定的范围内随机生成 100个向量

X0 X0

X0

作为初值 。同时通过 1 000个随机向量 进一

步对比 L-M算法和混合算法的收敛性差异。图 4

为随机初值 对应的残差分布情况，图中横坐标

为对应初值的残差，左纵坐标为相应残差区间的

随机样本数量，右纵坐标为对应残差区间随机样

本数量的累计百分比。表 4为随机输入条件下的

计算结果对比，表 4设定部件调动次数大于 500

时为不收敛点。

由图 4可以看出，在随机给定初值条件下，初

始值的残差呈现不均匀分布状态，能够模拟极端

初始计算条件。从表 4可以看出，在 100个随机

初值输入条件下，牛顿法的收敛率为 19%，Broy-

den拟牛顿法的收敛率为 7%，且有小部分陷入局

部解，两者大部分初值输入都会造成计算崩溃并

中断计算。L-M算法和混合算法的收敛率都超

过 90%，L-M算法有少量初值陷入局部解，但混合

算法能够通过动力学修正避免陷入局部解，两者

都仅有少部分点计算中断。从 1 000个随机初值

 

表 3    巡航工况（H=11 000 m，Ma=0.8）

Table 3    Cruising operating point （H=11 000 m，Ma=0.8）

Rel值
牛顿法 Broyden拟牛顿法 L-M算法 混合算法

是否收敛 调动次数 是否收敛 调动次数 是否收敛 调动次数 是否收敛 调动次数

−0.1（0.1） 是（是） 61（61） 是（是） 22（22） 是（是） 91（61） 是（是） 23（22）

−0.2（0.2） 是（是） 61（61） 是（是） 27（23） 是（是） 106（91） 是（是） 27（23）

−0.3（0.3） 是（是） 91（91） 是（是） 36（26） 是（是） 121（106） 是（是） 35（39）

−0.4（0.4） 是（是） 91（121） 是（是） 56（34） 是（是） 136（121） 是（是） 46（54）

−0.5（0.5） 否（否） 否（否） 是（是） 151（151） 是（是） 64（69）

−0.6（0.6） 否（否） 否（否） 是（是） 151（166） 是（是） 74（85）

−0.7（0.7） 否（否） 否（否） 是（是） 166（181） 是（是） 92（100）

−0.8（0.8） 否（否） 否（否） 是（是） 151（196） 是（是） 117（116）
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图 4    随机输入残差分布情况

Fig. 4    Residual distribution of random input
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输入对比可以看出，混合算法能够在大多数 L-M
算法陷入局部解的初值点达到收敛，相比 L-M算

法具有更好的收敛性，能够有效地通过动力学修

正避免陷入算法局部解，并快速达到收敛。L-M
算法的部件调动次数最多，明显高于混合算法。

混合算法的平均部件调动次数接近 Broyden拟牛

顿法的 3倍，仅为 L-M算法的一半左右，但混合

算法的最低部件调动次数与 Broyden拟牛顿法基

本相同。这是因为在 Broyden拟牛顿法不能收敛

的区域初值条件更加恶劣，本身部件调动次数较

多，同时能够通过 Broyden拟牛顿法加速减少部

件调动次数。随机初值充分体现了 L-M算法和

混合算法相比于牛顿法和 Broyden拟牛顿法在极

端初值条件下更强的收敛性，体现了混合算法相

比于 L-M算法更快的计算速度和避免算法陷入

局部解的能力。

 3.2   动态仿真

∆t = 0.05

航空发动机瞬态计算过程中对发动机模型计

算实时性要求较高，为了验证 L-M算法和混合算

法在航空发动机瞬态计算中的效果，将燃油输入

做阶跃输入信号，选取时间步长  s，分别

将牛顿法、Broyden拟牛顿法、L-M算法和混合算

法在动态仿真中的特性进行对比。

Wf

以发动机模型燃油量在设计点分别做 50%
和 60%的阶跃作为燃油量瞬态输入（记为工况 1
和工况 2），分析 4种算法的收敛特性。图 5为燃

油输入变化曲线，纵坐标 为相对设计点燃油百

分比。图 6为 4种算法在 50%燃油阶跃下各时

刻部件调动次数对比。图 7、图 8分别为 4种算

法在 60%燃油阶跃下各时刻部件调动次数和计

算时间对比。表 5为在 60%燃油阶跃输入情况

下的 4种算法的计算总时间和相对计算时间。

t = 0～3.05从图 6可以看出，在时间  s区间，4

t = 3.05

t > 3.05

种算法都能够达到收敛，且牛顿法与 L-M算法的

部件调动次数基本相同，Broyden拟牛顿法与混

合算法部件调动次数基本相同。在  s时，

牛顿法和 Broyden拟牛顿法都因为计算不收敛而

使计算中断，但 L-M算法和混合算法仍能够收敛，

且混合算法的部件调动次数远低于 L-M算法。

在  s时，混合算法的部件调动次数明显低

于 L-M算法。这表明混合算法具有 L-M算法良

 

表 4    随机输入计算结果对比

Table 4    Comparison of random input calculation results

样本数 方法
最大部件
调动次数

最小部件
调动次数

平均部件
调动次数

中断数
不收敛解

个数
收敛解
个数

100

牛顿法 136 76 100 81 0 19
Broyden拟牛顿法 50 27 35 86 7 7

L-M算法 391 106 200 5 4 91

混合算法 375 38 102 5 0 95

1 000
L-M算法 496 91 213 59 38 903
混合算法 499 23 112 60 4 936
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图 5    燃油阶跃输入信号

Fig. 5    Fuel step input signal
 

 

0 5 10 15 20

30

60

90

120

150

180

210

240

部
件

调
动

次
数

时间/s

牛顿法 Broyden拟牛顿法
L-M算法 混合算法

中断

图 6    部件调动次数对比（工况 1）

Fig. 6    Comparison of iterations number （case 1）
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好的收敛性的同时具有 Broyden拟牛顿法计算速

度快的优点。

从图 7、图 8和表 5可以看出，在 60%燃油阶

跃输入信号下，4种算法都能够在每一时刻都收

敛的情况下快速地完成计算。其中 L-M算法与

牛顿法的部件调动次数基本相同，L-M算法在突

变处部件调动次数比牛顿法略多，Broyden拟牛

顿法的部件调动次数与混合算法基本相同。从计

算时间上看，L-M算法的计算时间最长，比牛顿

法略慢，混合算法的循环计算时间和总时间都比

Broyden拟牛顿法略长，瞬态计算总时间仅为

Broyden拟牛顿法的 1.13倍，体现了混合算法的

计算速度远快于牛顿法和 L-M算法且与 Broy-
den拟牛顿法相当。

 4    结　论

λk = ∥F (Xk)∥

本文将航空发动机模型的非线性方程组求解

转化为非线性最小二乘优化问题，将 L-M算法用

于模型求解，选取 L-M算法参数 。提

出了利用 Broyden拟牛顿法加速 L-M算法，利用

动力学方法在动力学方向修正局部解的混合算法。

以两轴分开排气涡扇发动机为对象对 L-M算法

和混合算法进行了稳态和瞬态仿真研究，验证了

L-M算法和混合算法在航空发动机模型求解上的

适用性。

λk dk

1） L-M算法比牛顿法和 Broyden拟牛顿法具

有更大的收敛范围和计算稳定性，且在相同的收

敛范围内，收敛速度与牛顿法基本相同。这是因

为 L-M算法参数 的引入影响了 的大小和方向，

且避免了因雅可比矩阵接近奇异使计算中断的

情况。

X

2）  将方程组迭代求解和发动机动力学过程

结合。在 L-M算法陷入局部解时，通过动力学方

法在动力学方向上修正 ，使其跳出局部解并迅

速达到收敛，降低了方程组求解陷入局部解的可

能性。

3）  本文提出的混合算法在具有 L-M算法收

敛范围大、计算稳定性强的同时，兼具 Broyden拟

牛顿法计算速度快的优点，同时通过动力学方法

降低了算法陷入局部解的可能性。混合算法的计

算速度明显快于牛顿法和 L-M算法，与 Broyden
拟牛顿法计算速度相当，且收敛性高于上述 3种

算法，能够适用于航空发动机非线性模型求解。
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