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摘　　　  要：    针对传统有限元建模黑箱操作多、计算成本大、不具有自主知识产权等问题，基于经典层合板

理论，随机振动理论和 Miner线性积累损伤准则，建立了基础随机激励下纤维增强复合薄板振动疲劳寿命预

测的解析模型。基于应力模态法，推导了纤维增强复合薄板的应力频响函数，在考虑随机激励的基础上，得

到了结构的随机振动等效应力功率谱密度函数。通过 Dirlik、Bendat和 Benasciutti-Tovo三种频域模型对应的

概率密度函数，成功求解了相应的振动疲劳寿命。另外，采用 ANSYS与 nCode软件对模型及其预测结果的正

确性进行了验证，研究发现该模型寿命计算结果相对于商业软件计算结果的偏差不超过 14.8%，但计算效率

提高了 17%～33%。因此，该模型可为预测随机激励下各向异性复合薄板的振动疲劳问题，提供一种思路和

工具。
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Abstract:   In  order  to  solve  the  problems  of  traditional  finite  element  modeling  such  as  black  box
operation，high computational cost and lack of independent intellectual property rights，an analytical model
for vibration fatigue life prediction of fiber reinforced composite thin plate under basic random excitation
based  on  classical  laminated  plate  theory， random  vibration  theory  and  Miner's  linear  accumulation
damage  criterion  was  established.  Based  on  the  stress  modal  method， the  stress  frequency  response
function of the fiber reinforced composite plate was deduced，and the random vibration equivalent stress
power spectral density function of the structure was obtained considering the random excitation. Based on
the  probability  density  function  corresponding  to  the  Dirlik， Bendat  and  Benasciutti-Tovo  frequency
domain  models， the  corresponding  vibration  fatigue  life  was  solved  successfully.  In  addition， the
correctness of the model and prediction results were verified by using ANSYS and nCode software. It was
found  that  the  deviations  of  life  calculation  results  obtained  by  this  model  and  the  above  commercial
software were less than 14.8%. However，the calculation efficiency was improved by about 17% to 33%.
Therefore， the  model  can  provide  an  idea  and  a  tool  for  predicting  the  vibration  fatigue  of  anisotropic
composite sheet under random excitation.

Keywords:   random excitation；analytical method；stress power spectrum；vibration fatigue；
fatigue life

 

纤维增强复合薄板作为基本的力学构件被广

泛应用于航空、航天、轨道交通等领域[1-3]，由于

经常在恶劣的动态、交变载荷环境下服役[4-6]，由

此引发的振动疲劳问题越来越受到关注。因此，

研究该结构的疲劳寿命分析与预报方法具有重要

的现实意义。

多年来，国内外科研工作者利用有限元软件，

对金属材料构件在随机振动激励下的疲劳失效问

题开展了大量富有成效的研究。例如，Nieslony
和 Boehm[7-8] 考虑了平均应力对材料疲劳强度的

影响，采用修正后的平均应力，分别基于雨流计

数法和 Dirlik、Lalanne等频域方法，预测了 S355JR
钢件的疲劳寿命。Ge等 [9] 利用 MSC/NASTRAN
软件对 7075-T6铝合金板件进行了随机振动分析，

在提取应力最大位置的功率谱密度矩阵并进行逆

傅里叶变换后，根据 Wang-Brown模型从时域角

度内预测了疲劳寿命。Palmieri等 [10] 考虑了非高

斯、非平稳随机激励信号对疲劳寿命的影响，基

于有限元法求解了 Y形金属试件的应力功率谱

密度矩阵，并利用 Palmgren-Miner线性损伤累积

准则预测了试件的寿命。Mi等 [11] 将焊接热弹塑

性理论与椭球热源模型相结合，利用 ABAQUS软

件模拟铝合金材料的焊接过程，在计算获得等效

残余应力基础上，根据 Dirlik模型，实现了铝合金

梁在随机振动作用下疲劳寿命的预测。Luo等[12]

利用 MSC/NASTRAN软件计算了随机振动激励

下缺口型金属试件的应力功率谱密度矩阵，在采

用时域随机化方法获得应力的时域数据后，利用

雨流计数法和修正的 Wöhler曲线，对材料的疲劳

寿命进行了估计。Gao等 [13] 提出了一种确定随

机振动载荷下金属材料临界平面的频域法，结合

MSC/NASTRAN软件，成功预测了缺口型 2297-T87
铝合金板试件的疲劳寿命和裂纹萌生位置，并通

过实验验证了该方法的准确性。

目前只有少量文献报道了人们对于复合材料

结构随机振动疲劳寿命问题的研究进展。Zhou
等[14] 采用 ANSYS软件建立了 T形带孔碳纤维增

强复合薄板的有限元模型，在求解其在随机振动

激励下的应力响应后，通过等效应力疲劳寿命准

则，预测了结构的寿命。基于一种新的残余刚度

模型和有限元计算获得的应力功率谱密度数据，

Wu等 [15] 实现了二维平纹编织 C/SiC复合材料板

在随机振动激励下疲劳寿命的预测，并评估了局

部刚度损伤对试件基频的影响。Gao等 [16] 建立

了带孔复合材料板的有限元模型，在基于等效应

力的功率谱密度法的基础上，结合材料的应力-寿
命曲线和 Tsai-Hill失效准则，实现了结构在随机

振动激励下的疲劳寿命的预测，并通过实验验证

了方法的准确性。

通过以上文献调研可知，人们往往通过商用
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有限元软件，求解随机激励下纤维增强复合薄板

的振动疲劳问题，但该软件存在黑箱操作多、计

算成本大、不具有自主知识产权等问题。针对上

述不足，本文从解析求解角度，提出了一种基础

随机激励下纤维增强复合薄板振动疲劳寿命的预

测方法。首先，基于经典层合板理论建立了该类

型结构的解析模型。进一步，结合随机振动理论

和Miner线性积累损伤准则，获得其在随机振动

作用下的等效应力功率谱密度函数，实现了振动

疲劳寿命的分析与预测。最后，利用 ANSYS和

nCode软件，在相同的激励条件下对结构的疲劳

寿命进行了分析，验证了所提出的理论模型及其

预测结果的正确性。本文的研究可为预测随机激

励下纤维增强复合薄板的振动疲劳问题提供一种

新思路和新工具。

 1    建模与寿命预测方法

 1.1   模型概述

xOy

ρ

Gzz（ω）

R0（x1,y1）

振动疲劳寿命预测对象为由 f层具有正交各

向异性特点的纤维和基体材料组合而成的纤维增

强复合薄板，如图 1所示，假设各层之间是牢固黏

结的，层间无滑移，即无相对位移，因此不考虑层

间耦合效应。首先，将中面作为参考平面，并建

立 坐标系。其中，板长为 a，宽度为 b，板厚度

为 h，板面面积为 A，密度为 。该薄板受到基础

随机激励载荷 的作用，关注的响应点位于

。此外，文中 1代表纤维层的纤维纵向，

2代表纤维横向，3代表垂直于 1-2平面的方向，6

θ

代表 1-2平面内的剪切方向，且纤维方向与整体

坐标系 x轴的夹角为 。

 1.2   本构关系

由于纤维增强复合薄板多为对称层合结构，

其拉伸与弯曲之间不存在耦合关系，因此面内位

移和面外位移是解耦的，根据小挠度薄板理论，

将位移场写为如下形式[17]：
u（x,y,z, t）= u0（x,y, t）− z ∂

w0（x,y, t）
∂x

v（x,y,z, t）= v0（x,y, t）− z ∂
w0（x,y, t）
∂y

w（x,y,z, t）= w0（x,y, t）

（1）

u v w u0 v0 w0式中 、 、 代表板内任意一点的位移； 、 、

代表板中面位移；t代表时间。

εz

γyz、γxz εz = γyz = γxz = 0

根 据 薄 板 理 论 可 知 ， 正 应 变 和 剪 应 变

都为 0，即 ，由应变和位移

关系，板内任意一点的应变可表示为

εx =
∂u
∂x
= −z ∂

2w0

∂x2

εy =
∂v
∂y
= −z ∂

2w0

∂y2

γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
= −2z ∂

2w0

∂x ∂y

（2）

考虑纤维方向的影响，将复合材料的弹性模

量表示成如下形式
E∗1 = E′1（1+ iη1）

E∗2 = E′2（1+ iη2）

G∗12 =G′12（1+ iη12）

（3）

E∗1 E∗2
G∗12

E′1 E′2 G′12 E∗1 E∗2
G∗12 η1 η2 η12

ν12

ν21

式中 和 分别代表平行纤维方向和垂直纤维方

向的复弹性模量， 代表 1-2平面内的复切变模

量， 、 和 分别代表复弹性模量 、 和复

切变模量 的实部， 、 和 为材料损耗因子，

i代表虚部。1方向作用应力引起 1、2方向应变

的泊松比为 ，2方向作用应力引起 1、2方向应

变的泊松比为 。

对于正交各向异性材料，材料主轴方向的应

力-应变关系为[σ1
σ2
σ6

]
=


Q∗11 Q∗12 0
Q∗21 Q∗22 0

0 0 Q∗66


[ε1
ε2
γ6

]
（4）

σ Q∗ Q∗11 =
E∗1

1− ν12ν21

Q∗12 = Q∗21 =
ν12E∗2

1− ν12ν21

Q∗22 =
E∗2

1− ν12ν21

Q∗66 =G∗12

ν21 = ν12

E∗2
E∗1

其中 为应力， 为刚度系数， ，

， ， ，

。
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图 1    基础随机激励下纤维增强层合板的理论模型

Fig. 1    Theoretical model of fiber composite plate under basic

random excitation
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θ k

当纤维纵向与整体坐标系 x轴方向有一定夹

角 时，用应力-应变转轴公式计算得到第 层板在

整体坐标系下的应力-应变关系如下：

 σx
σy
σxy

（k）

=


Q̄∗11 Q̄∗12 Q̄∗16

Q̄∗12 Q̄∗22 Q̄∗26

Q̄∗16 Q̄∗26 Q̄∗66


（k） εx

εy
γxy

 （5）

Q̄∗ k

k

式中 为转轴刚度系数， 表示复合薄板的第

层。

简化铺层角度和层数后，可将结构等效成为

一块各向异性板，则等效后的刚度矩阵为
Qf

11 Qf
12 Qf

16

Qf
12 Qf

22 Qf
26

Qf
16 Qf

26 Qf
66

 = 12
h3

 D∗11 D∗12 D∗16

D∗12 D∗22 D∗26

D∗16 D∗26 D∗66

 （6）
D∗i j式中 为弯曲刚度，其表达式为

D∗i j =
1
3

f∑
k=1

(
Q̄∗i j

)（k）

（z3
k − z3

k−1） i, j = 1,2,6 （7）

 1.3   应力频响函数

假设复合薄板在 z方向受到基础谐波激励的

作用，其表达式为

z（t）= Zeiωt （8）

ω式中 Z为激励幅值， 为激励频率。

q（t）

为了便于分析，将复合薄板所受的基础激励

等效为均布惯性力 ，其表达式为

q（t）= −ρhd
2y（t）
dt2

= ρhZω2eiωt （9）

假设复合薄板的横向振动位移可表示为

w0（x,y, t）= eiωtW（ξ,η） （10）

W（ξ,η）式中 为振型函数，可表示为

W（ξ,η）=
M∑

m=1

N∑
n=1

amn pm（ξ）qn（η） （11）

amn pm（ξ）（m = 1,2, · · · ,M）
qn（η）（n = 1,2, · · · ,N）
式 中 为 待 定 系 数 ， 和

为正交多项式，其具体取值

见文献 [18]。

Tmax Umax

Wqmax

进一步，根据能量法，可获得结构的最大动能

，最大势能 和均布惯性力做功最大值

，它们分别为

Tmax =
ρhω

2

x
A

W2dxdy （12）

Umax =
1
2

x
A

D∗11

(
∂2W
∂x2

)2

+2D∗12
∂2W
∂x2
· ∂

2W
∂y2
+D∗22

(
∂2W
∂y2

)2

+

4
(
D∗16
∂2W
∂x2
+D∗26

∂2W
∂y2

)
∂2W
∂x ∂y

+4D∗66

(
∂2W
∂x ∂y

)2dA （13）

Wqmax = ρhZω2
x

A
Wdxdy （14）

L定义拉格朗日能量函数 的表达式为

L = Tmax+Wqmax−Umax （15）

L amn使 对待定系数 的偏导数等于零，即

∂L
∂amn

= 0 （16）

如此，可获得如下的运动方程：(
K+ iC−ω2 M

)
a = F （17）

K C M
a = [a11,a12, · · · ,amn]T F

式中 、 和 分别为刚度矩阵、阻尼矩阵和质量

矩阵， 为位移向量， 为激振力

C F向量。忽略式（17）中的 和 ，可得特征方程，如

此可求得固有频率和模态振型[19]。

a

R0（x1,y1） w0（x,y, t）

εx εy γxy

接着，将已知的 代入到式（11）中，可求得关

注点 对应的 。同时，根据式（2）

可求得 、 和 ，再利用式（4）和式（6），可获得

该点的应力表达式为

 σx

σy

σxy

 =


Qf
11 Qf

12 0

Qf
21 Qf

22 0

0 0 Qf
66


 εx

εy

γxy

 （18）

σx σy σxy还可进一步获得应力 、 和 作用下结构

的频响函数，即

Hσx
（ω）= −z

M×N∑
r=1

M∑
m=1

N∑
n=1

amn

{
Qf

11
∂2 [pm（ξ）qn（η）

]
∂x2

+Qf
12
∂2 [pm（ξ）qn（η）

]
∂y2

}
ωr −ω2+2iωωrζr

（19）
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Hσy
（ω）= −z

M×N∑
r=1

M∑
m=1

N∑
n=1

amn

{
Qf

21
∂2 [pm（ξ）qn（η）

]
∂x2

+Qf
22
∂2 [pm（ξ）qn（η）

]
∂y2

}
ωr −ω2+2iωωrζr

（20）

Hσxy
（ω）= −2z

M×N∑
r=1

M∑
m=1

N∑
n=1

amnQf
66
∂2 [pm（ξ）qn（η）

]
∂x ∂y

ωr −ω2+2iωωrζr

（21）

ωr ζr r式中 为第 r阶模态对应的固有频率， 为第 阶

模态阻尼比，其表达式为

ζr =
1

4π
· aT

r Car

aT
r Kar

（22）

ar式中 为第 r阶模态对应的位移向量。

 1.4   等效应力功率谱密度

Gσσ（ω）

根据随机振动理论，复合薄板在 z向受到基

础随机激励时，其应力响应的功率谱密度矩阵

可表示为

Gσσ（ω）= H∗σ（ω）Gzz（ω）HT
σ（ω） （23）

Gzz（ω）

H∗σ（ω）
式中 为 z向振动加速度的功率谱密度，

为频响函数矩阵，其表达式为

H∗σ（ω）=
[
Hσx
, Hσy

, Hσxy

]T
（24）

Gσeq（ω）

在利用频域方法开展多方向应力状态的疲劳

问题分析时，需计算 Von Mises应力对应的功率

谱密度函数 [20]：

Gσeq（ω）= tr [AGσσ（ω）] （25）

式中 A为常数矩阵，其取值见文献 [20]。
 1.5   疲劳寿命预测

Gσeq（ω） λma

为了利用频域法对复合薄板开展疲劳寿命预

测，首先需计算 对应的各阶谱矩 ：

λma =
w ∞

0
ωmaGσeq（ω）dω （26）

ma式中 为谱矩的阶数。

引入 Palmgren-Miner线性积累损伤准则 [21]，

在循环应力连续变化的情况下，可将疲劳损伤系

数 D表示为

D =
w ∞

0

ns

Ns
ds （27）

ns s Ns

s D=1

式中 是应力幅值为 时的实际循环数， 是应力

幅值为 时的破坏循环数。一般情况下，当 时，

认为结构发生疲劳破坏。

在随机载荷持续作用时间 t后，结构疲劳损

伤加剧，此时 D可表示为

D = vat
w ∞

0

p（s）
Ns

ds （28）

p（s） va式中 为应力幅值的概率密度函数， 是单位

时间内应力的循环次数。

假设复合薄板的应力-寿命曲线可通过测试

获得，其具有如下形式：

sκNs =Cs （29）

κ Cs式中 和 为复合薄板对应的材料疲劳常数。

td

最后，可基于应力-寿命曲线求解获得复合薄

板的疲劳寿命 ：

td =
Cs

va
w ∞

0
sκp（s）ds

（30）

td需要说明的是，在预测 时，可基于 Dirlik[22]、
Bendat[23] 和 Benasciutti-Tovo[24] 三种频域模型对应

的概率密度函数进行求解。

 2    有限元结果对比验证

E1 = 121 GPa E2 = 8.6 GPa G12 =

4.6 GPa v12 = 0.27 1 490 kg/m3

[（0◦/90◦）2/0◦/（0◦/90◦）2]

为了验证所提出的复合薄板振动疲劳寿命预

测方法的正确性，使用 ANSYS软件建立了该结

构的有限元模型，在获得应力频响函数后，将其

输入到 nCode软件中，在相同的激励条件下，进行

疲劳寿命的对比与验证。以 TC500碳纤维/环氧

树脂薄板为研究对象，其处于一端约束的悬臂边

界条件下，整体长、宽、厚分别为 230、50、1.8 mm，

弹性模量 ， ，切变模量

，泊松比 ，密度为 ，其

为对称正交铺设，即 ，共

有 9层。利用 ANSYS软件所建立的有限元模型

如图 2所示。

 
 

悬臂边界

应力最大点

应力/MPa
324.36(最大值)
288.33

252.29

216.26

180.23

144.20

108.17

72.134

36.102

0.070315(最小值)

y

z

x

图 2    复合薄板有限元模型

Fig. 2    Finite element model of composite thin plate
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表 1给出了本文所建立的解析模型与有限元

模型分别计算获得的纤维增强复合薄板的前 4阶

固有频率及其偏差。两个模型获得的固有频率偏

差最大不超过 1.3%，可初步证明本文模型及其计

算方法的正确性。

 
 

表 1    解析模型与有限元模型计算获得的复合薄板的前 4阶

固有频率及其偏差

Table 1    The first 4 natural frequencies and their deviations

of composite thin plate calculated by analytical model

and finite element model

项目
固有频率

1阶 2阶 3阶 4阶

有限元模型计算值/Hz 41.2 159.1 257.8 527.0

解析模型计算值/Hz 41.4 160.5 260.4 533.6

偏差/% 0.5 0.9 1.0 1.3
 
 

由于悬臂复合薄板的最大应力位置通常在受

到约束的根部区域，为此选择图 2所示的最大应

力点进行疲劳寿命预测。假设随机激励载荷谱分

别如图 3（a）和图 3（b）所示，分别利用本文提出的

预测方法和 nCode软件进行疲劳寿命计算。图 4

为本文和 nCode软件计算获得的应力功率谱密度

曲线，对其分析可知窄带恒值谱和宽带梯形谱随

机信号激励下，两种方法获得的应力功率谱密度

曲线的最大偏差分别为 3.9%和 14.1%。需要说

明的是，由于 nCode软件在计算时需要输入 AN-

SYS获得的应力谐响应分析结果，但其在考虑基

础振动载荷激励下时，忽略了激励相位的影响，

无法在频响曲线中考虑扭转模态的影响，由此可

能造成了上述计算偏差[25]。
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图 3    随机激励载荷谱

Fig. 3    Random excitation load spectrum
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图 4    本文和 nCode软件计算获得的应力功率谱密度曲线

Fig. 4    Stress power spectral density curve calculated by

this paper and nCode software
 

最后，参考文献 [14]测试获得的碳纤维/环氧

树脂材料的应力-寿命曲线，分别利用本文提出的

解析预测方法和 nCode软件，在窄带恒值谱和宽

带梯形谱两种随机信号激励下，通过 Dirlik、Bendat
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和 Benasciutti-Tovo三种频域模型对应的概率密

度函数进行复合薄板的疲劳寿命的预测，结果如

表 2所示。对其进行分析可知，不同随机激励信

号下两种方法获得的振动疲劳寿命计算偏差最大

不超过 14.8%，处于工程应用可接受的范围内，可

以利用本文所提出的方法预测复合薄板的疲劳寿

命问题，比 nCode软件在计算效率上提高了 17%～

33%。但仍有必要对上述疲劳寿命计算偏差进行

分析，这可能是由于：①本文在建模过程中没有

考虑横向切应力的影响；②在计算应力功率谱密

度曲线时，其误差会影响疲劳寿命结果；③不同

频域模型会导致振动疲劳寿命预测结果不同，

nCode软件采用了 Lalanne模型，这与本文所用的

三类频域模型不同。
 
 

表 2    不同随机激励作用下本文提出的解析预测方法和 nCode软件预测获得的疲劳寿命、计算时间及其偏差

Table 2    Fatigue life, calculation time and deviation predicted by analytic prediction method proposed in this paper and nCode

software under different random excitations

类型 频域模型
本文计算
寿命/min

nCode软件
计算寿命/min

计算精度
偏差/%

本文计算
耗时/s

nCode软件
计算耗时/s

计算效率
偏差/%

窄带恒值谱

Dirlik 117.5

109.0

7.8 23.7

31.2

−24.0
Bendat 117.1 7.4 19.5 −37.5

Tovo-Benasciutti 117.7 8.0 20.8 −33.3

宽带梯形谱

Dirlik 6 921.0

6 266.7

10.4 30.3

36.5

−17.0
Bendat 7 067.5 12.8 26.2 −28.2

Tovo-Benasciutti 7 193.8 14.8 27.5 −24.7
 
 

 3    结　论

本文从解析角度，建立了基础随机激励下纤

维增强复合薄板振动疲劳寿命的预测模型。在不

同随机信号激励下，通过 ANSYA和 nCode软件

对模型进行了验证研究。验证结果表明，两种方

法获得的固有频率和应力功率谱密度的计算结果

的最大偏差为 1.3%和 14.1%，疲劳寿命的偏差不

超过 14.8%，处于工程应用可接受范围内，并且本

文方法比 nCode软件在计算效率上提高了 17%～

33%。本文所建立的解析模型及相关求解方法，

可为预测随机激励下纤维增强复合薄板的振动疲

劳问题提供一种新思路和新工具。
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