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航空发动机限寿件高效失效概率算法研究综述
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摘　　　  要：    综述了为提高失效概率计算效率的研究成果，包括基于抽样的高效失效概率算法和基于积分

的高效失效概率算法。其中，基于抽样的高效失效概率算法在传统蒙特卡洛模拟方法的基础上，通过重要性

抽样方法在失效域抽样、最优抽样技术优化分区样本量、分区细化技术减少分区数量，从而减少蒙特卡洛模

拟样本量。另外，基于积分的高效失效概率算法通过建立 N 次飞行循环与初始循环（N = 0）随机变量空间的

映射关系，解决了时变失效区域中概率密度函数难以求解的困难。在与蒙特卡洛相对误差小于 5% 条件下，

积分算法时间成本降低了数十倍。
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Review on efficient algorithm of failure probability for
aero-engine life limited parts
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Abstract:  The  research  results  for  improving  the  efficiency  of  failure  probability  calculation，
including  the  efficient  sampling-based  algorithms  and  the  efficient  integration-based  algorithms， were
summarized.  Among  them， based  on  the  traditional  Monte  Carlo  simulation  method， the  importance
sampling algorithm generated samples in the failure domain. The optimal sampling technology optimized
the  zone  sample  size.  The  zone  refinement  technology  reduced  the  number  of  zones， thus  reducing  the
Monte  Carlo  simulation  sample  size.  In  addition， the  direct  integration  was  realized  by  establishing  the
mapping relationship of failure domain at N flight cycles and the initial (N = 0) flight cycles based on the
probability density theory. When the relative error with Monte Carlo was less than 5%，the calculation time
cost was reduced by at least tens of times.
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航空发动机寿命限制件（限寿件）的疲劳断裂

受到多种不确定性因素的影响[1]，早期的确定性

分析方法基于理想材料假设，无法量化多种随机

性因素的对疲劳的作用机理，难以准确评估结构
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寿命，从而造成了发动机部件实际运行期间寿命

完整性分析的困难，这些不确定性包括部件材料

中难以检出的制造缺陷、部件材料组织与材料特

性的不均匀性、制造残余应力的分散性、设计过

程对物理机理的不准确描述、发动机运行中的随

机负载、单机飞行履历的不同、维护周期的变更

等[2-3]。早期确定性分析方法的局限引发了不可

接受的灾难性事故，如 1989年苏城空难 [4]，源于

钛合金部件中未被检出的材料缺陷引起的转子轮

盘疲劳破裂。苏城空难后，针对限寿件低循环疲

劳失效问题，包括美国联邦航空局[5-7]、中国民用

航空局[8] 和欧洲航空安全局[9] 在内的主要航空管

理部门均在适航规章中要求申请人必须评估由于

材料诱发缺陷导致的潜在失效风险，规定限寿件

达到设计寿命时的失效概率不得大于设计目标风

险值[5]。

为了满足商用航空发动机适航的要求，一种

基于概率的失效风险评估方法发展成为了民用航

空发动机限寿件安全性评估的核心方法[10-11]。风

险分析方法突破了传统安全-寿命方法的理想材

料假设，承认材料初始缺陷以一定概率分布形式

存在[12]，并且以随机变量的形式描述多种不确定

因素，进而基于断裂力学、统计学和广义应力强

度干涉模型，以含裂纹部件中发生裂纹失稳扩展

为判据，将部件失效概率定义为多随机变量联合

概率密度函数中失效域积分[13]。同时，美国西南

研究院联合通用、普惠等 4家民用航空发动机制

造商，开发了 DARWIN概率风险评估程序 [14]，应

用于限寿件的失效概率计算，从而支撑表明限寿

件转子轮盘的适航符合性。

限寿件失效风险评估主要采用两类概率算法

计算失效概率[5]，一类是基于抽样的传统蒙特卡

洛模拟方法及其改进算法，另一类是基于积分的

数值积分算法。其中，传统蒙特卡洛模拟方法凭

借高鲁棒性和对多元随机过程仿真问题的强适应

性，是风险评估概率计算的首选方法。蒙特卡洛

模拟特点在于随着样本量的增大，计算结果将趋

近于准确解。然而，这也带来了传统蒙特卡洛模

拟的计算效率问题，尤其是对于高安全性要求的

航空发动机限寿件失效风险评估问题。具体而言，

限寿件取证需要满足寿命期内失效风险低于设计

目标风险值，一般而言小于 10−9。以完成典型二

维轴对称转子轮盘风险分析为例，其样本量高于

1012，带来超过 24 h的计算成本，制约了风险分析

在部件迭代设计过程中的应用。针对传统蒙特卡

洛概率计算成本高的缺点，国内外研究提出了一

系列改进的蒙特卡洛算法。由于蒙特卡洛方法计

算成本低的本质在于抽样样本量过大，而总样本

量取决于单个分区样本数量和分区数量，因此，

改进的蒙特卡洛方法可以分为致力于减少单分区

样本量的重要性抽样方法[15] 和自适应最优抽样

技术[16-17]，以及减少分区数量的区域细化技术[18]。

然而，传统蒙特卡洛方法及其改进方法本质上均

基于抽样模拟，在高可靠性问题如发动机限寿件

概率失效风险评估问题中，计算时间成本仍难以

接受。计算效率低下问题制约了发动机设计与安

全性评估的高效迭代。

另一类失效概率算法是数值积分算法，数值

积分算法理论上能够获得准确的风险解，即蒙特

卡洛模拟解将收敛于数值积分解。计算成本方面，

由于数值积分算法不进行大量的抽样模拟，高可

靠性问题中计算效率高于蒙特卡洛方法。然而，

由于复杂多元随机动力系统的联合概率密度函数

难以求解，积分失效域在时变多维概率空间中的

演变规律难以显式表达，数值积分算法在考虑多

随机变量风险评估时应用并不广泛。一种基于概

率密度演化的数值积分算法在理论上解释并证明

了数值积分和蒙特卡洛模拟的等价关系[19]；这种

方法建立了初始概率分布和 N 次飞行循环后的

实际分布之间的关系。与传统蒙特卡洛方法相比，

分析成本大大降低，但是分析局限在单变量条件。

因此，在单变量快速数值积分算法的基础上，提

出了多变量快速数值积分算法，其目的是在通过

积分计算失效风险时，将单变量概率空间扩展到

多变量空间[20]，考虑初始缺陷尺寸分布、应力分

散性和寿命分散性 3种随机变量。多变量条件下

数值积分算法具有高精度和高效率，在航空发动

机失效风险分析与适航取证过程中具有很高的应

用潜力。

本文综述了为提高失效概率计算效率的国内

外研究成果，包括基于抽样的高效失效概率算法

和基于积分的高效失效概率算法，分析了这些技

术的优缺点，并且展望了高效失效概率计算方法

的未来研究方向。

 1    航空发动机限寿件概率失效风险
评估框架

 1.1   随机变量

 1.1.1    初始缺陷分布

限寿件概率失效风险评估的本质是处理罕见
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初始缺陷造成的结构疲劳断裂问题[21]。按初始缺

陷产生原因分，失效风险评估的对象包括两大类：

材料固有缺陷和加工引入缺陷[5]。材料固有缺陷

主要是指熔炼或者热加工工艺过程产生的材料内

部缺陷，如钛合金硬 α夹杂（氮化钛） [22]、材料微

观缺陷[23]、高温合金缺陷 [24] 等；加工引入缺陷包

括机械加工过程在加工表面引入的划痕、表面裂

纹[25] 等。图 1为钛合金熔炼缺陷硬 α夹杂和粉

末高温合金 SiO2 夹杂图片[2,26-27]。
  

SiO
2
夹杂

粉末高温合金基体

硬α夹杂

钛合金基体

图 1    钛合金硬 α缺陷和粉末高温合金缺陷[2,26-27]

Fig. 1    Hard-α inclusion in titanium and inclusion in

powder superalloy [2,26-27]
 

虽然在航空发动机制造过程中产生上述初始

缺陷的概率极低，但是一旦发动机部件存在未被

设计考虑的初始缺陷，就会导致灾难性后果。事

实上，由于零部件加工检测存在一定的检出概率，

未被检出的缺陷会以一定的概率分布存在于成品

部件中，造成发动机运行安全的潜在威胁。图 2
为反映美国 20世纪 90年代钛合金转子轮盘制造

水平的硬 α初始缺陷分布曲线[12]。初始缺陷的尺

寸分布是概率失效风险评估的主要分散性变量之一。

 1.1.2    裂纹扩展速率随机性

部件的疲劳断裂主要由结构缺陷在疲劳交变

载荷的作用下形成裂纹并扩展至失稳状态引起。

以钛合金为例，其熔炼过程产生的硬 α初始缺陷

硬度高，在热变形工艺中易产生初始裂纹，因此

针对钛合金硬 α夹杂的风险分析中，假设运行过

程裂纹萌生寿命为 0，即基于保守假设，认为部件

寿命等于裂纹稳定扩展寿命。Paris裂纹扩展规

律是被广为接受的裂纹扩展经验模型[28]，以寿命

分散因子表征裂纹扩展速率随机性的 Paris裂纹

扩展公式如下：

da/dN = S C（∆K）n （1）

∆K

其中 a 为裂纹尺寸；N 为飞行循环数；S 代表了部

件材料自身裂纹扩展性能的分散性，一般服从对

数正态分布规律，分布参数通过拟合材料试验结

果获得；C、n 均为材料裂纹扩展模型经验参数，

通过拟合材料试验结果获得； 代表裂纹尖端应

力强度因子幅值，表征裂纹尖端交变应力场强度

的大小。

 1.1.3    应力分散性

部件运行中的应力分散性描述了两个方面的

不确定性，其一是发动机起落循环所经受的交变

载荷的不确定性，其二是裂纹扩展路径上的非等

幅循环载荷的不确定性。基于 Miner损伤累积理

论，这两种不确定性主要影响应力强度因子 K 的

值，应力强度因子可通过有限元法、Newman形状

因子法[29] 或权函数法 [30-32] 求解。以应力分散因

子表征应力分散性的 Newman形状因子计算应力

强度因子 K 的公式如下：

K = QBσ
√
πa （2）

σ其中 B 代表应力分散性； 是裂纹承受载荷值，通

常通过部件热-机械瞬态载荷分析和统计获得实

际分布规律；Q 为形状因子。

 1.1.4    检出概率

针对发动机限寿件开展的无损检测并不能提

高单台航空发动机的物理安全性，但如果发现裂

纹后做退役处理或者更换零部件，则对整个机队

的失效概率有积极影响[33]。通常以检出概率曲线

描述不同检测方式的检测能力，发动机部件生产

及维修过程中的无损检测方式包括超声检测、目

视检测、荧光检测、蓝色阳极化等。检出概率曲

线包含了对一定尺寸裂纹的检出概率信息。图 3
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图 2    初始缺陷分布曲线[12]

Fig. 2    Initial defect distribution curve[12]
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是超声检测的典型检出概率（probability of detec-
tion，POD）曲线 [7]，其中虚线代表定向检测，实线

代表全局超声检测。
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图 3    超声检出概率曲线[7]

Fig. 3    Ultrasonic detection of probability curve[7]

 
 1.1.5    检测周期

检测周期的分散性描述了飞行计划和维修检

测时间的不确定性[34]，即对同一型号或同一批发

动机的所有限寿件，检测通常不会发生在同一运

行循环数下，一般以正态分布描述[3]。

 1.2   分区失效风险评估模型

假设转子轮盘存在单一缺陷，且等可能地出

现在转子轮盘上的任意位置。为了评估初始缺陷

位置的随机性，需要对转子轮盘做分区处理。基

于上述假设，将转子轮盘相邻的等寿命点集合作

为同一分区[15]。进而，建立多分区串联失效模型，

若单一分区失效，则判定整盘系统失效。因此整

盘失效概率可以表示为

Pf,disk = Pr[F1∪F2∪ · · ·∪Fm] （3）

其中 Pr[·]代表随机事件的发生概率，m 是分区数；

Fm 代表分区 m 失效事件。从而，整盘失效概率进

一步推导为

Pf,disk = 1−
m∏
1

（1−Pf,zone,i） （4）

Pf,zone,i其中  是分区 i 的失效概率。

p（a） pi|d

将分区失效概率定义为缺陷存在的概率

与缺陷存在条件下分区条件失效概率 的

乘积，因此整盘失效概率为

Pf,disk ≈
m∑
1

Pf,zone,i =

m∑
1

p（a）pi|d （5）

进而，基于广义应力强度干涉模型，当裂纹尖

端应力强度因子 K 大于材料断裂韧性 Kc 时判断

转子轮盘失效，即

g = K −Kc≥0 （6）

因此，分区条件失效概率为

pi|d = Pr[K −Kc≥0] （7）

粉末高温合金缺陷出现概率较高，且通常成

簇出现，缺陷出现概率和缺陷个数相关[35]。

失效概率计算方法的主要目的在于高效且准

确地计算分区条件失效概率。

 2    基于抽样的风险计算方法

 2.1   传统蒙特卡洛模拟方法

蒙特卡洛模拟方法形式简单、鲁棒性强，缺

点是对于高可靠性问题可能非常耗时。蒙特卡洛

模拟的基本思想是，首先为待求解的数学或工程

技术等方面的问题建立一个概率模型或随机过程，

使模型的参数等于问题的解；然后通过对模型或

过程的随机抽样试验来计算所求参数的统计特征，

最后给出所求解的近似值，解的精确度则可用估

计值的标准差来表示[36]。

蒙特卡洛模拟方法进行限寿件转子轮盘失效

风险分析计算的具体步骤如图 4所示。蒙特卡洛

模拟方法计算失效概率分为以下步骤：

1） 根据各随机变量的分布，产生各随机变量

的一个随机数，包括初始缺陷尺寸、应力分散因
 

开始

随机变量抽样: 
初始缺陷尺寸、应力
分散性、寿命分散性

寿命期内是否
包含无损检测

无损检测
循环数抽样

无损检测循环数前含
缺陷结构裂纹扩展计算

g=K−K
c
≥0

无损检测循环数下
裂纹检出概率抽样

缺陷是否被检出

寿命期含缺陷
结构裂纹扩展计算

g=K−K
c
≥0

断裂, 失效样本数+1

是

否

是
否是

未断裂

是

否未断裂

否

分区条件失效概率=
分区失效样本数÷
分区总样本数量

图 4    蒙特卡洛模拟方法流程图

Fig. 4    Flow chart of Monte Carlo simulation
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子和寿命分散因子，并以此形成蒙特卡洛模拟计

算样本空间的一个样本。

2） 判断限寿件转子轮盘飞行循环数 N 内，是

否包含无损检测。若包含无损检测，则在无损检

测时间下进行无损检测抽样和模拟，转到第 4）步；

反之，若不包含无损检测，则进行 N 飞行循环数

的裂纹扩展计算，转到第 3）步。

3）  将样本按照线弹性断裂力学模型和疲劳

裂纹扩展速率进行计算，并对极限状态函数进行

判断，若 g≥0，则失效频数加 1；若 g <0，则转子轮

盘不失效。

4） 进行无损检测抽样，确定当下样本的检测

时间，将样本进行 Ninsp 个飞行循环的线、性断裂

力学模型和疲劳裂纹扩展速率计算，并对极限状

态函数进行判断。若 g≥0，则失效频数加 1；若 g <0，
则转子轮盘不失效，进行无损检测模拟。

5） 进行无损检测模拟。首先，在 0～100%内

进行均匀分布随机数抽样，得到检出概率样本值

Psample；其次，根据第 4）步计算得到的 Ninsp 飞行循

环下裂纹尺寸，在图 3所示的检出概率曲线上插

值查询得到当下裂纹尺寸的检出概率 Ppod。若

Ppod>Psample，则裂纹检出；反之，裂纹未被检出，继

续进行第 2）步的疲劳裂纹扩展计算，统计失效样

本数。

6） 根据计算精度确定总样本数量，重复步第

1）步～第 5）步若干次。

7） 统计失效样本的频数，将其发生频率作为

失效风险的近似值，即分区条件失效概率为

pi|d =
Nfail,zone

Ntotal,zone
（8）

其中 Nfail,zone 是上述过程统计的分区失效样本数，

Ntotal,zone 是分区总样本量。

采用蒙特卡洛模拟方法进行失效风险分析的

关键在于随机变量抽样以及第 2）步中对于线弹

性断裂力学计算和疲劳裂纹扩展速率计算。

 2.2   改进的蒙特卡洛模拟方法

 2.2.1    重要性抽样方法

为减少蒙特卡洛模拟抽样样本数量，从而降

低计算时间成本，美国西南研究院开发了一种在

样本概率空间中的失效区域进行抽样的方法，提

高了计算效率，称为重要性抽样方法。其基本思

想在于传统蒙特卡洛方法模拟了大量安全的样本，

这些样本可以在开展模拟计算前预先甄别出来，

直接作为安全域样本，不进行线弹性断裂力学计

算。因此，重要性抽样方法包括以下主要步骤[15]：

1）  通过数值积分算法计算不考虑无损检测

的转子轮盘失效风险 pi,noinsp。

Ω2）  定义不含无损检测的随机变量失效域 ，

并生成失效域中的随机变量样本。其中，失效域

定义为预测寿命短于使用寿命的随机变量样本集

合。根据失效域的概率密度函数随机生成初始缺

陷尺寸、寿命分散因子和应力分散因子。

3） 使用上述样本，对裂纹扩展过程和无损检

测过程进行蒙特卡洛模拟。模拟流程与图 4所示

流程一致，确定通过无损检测检出的样本，并计

数得到需要移除的样本量。

4） 考虑无损检测的失效概率计算公式为

pi = pi,noinsp（Nfail,Ω/Ntotal,Ω） （9）

Nfail,Ω

Ntotal,Ω

其中 是分区 i 重要性抽样样本中在 N 飞行循

环下失效的样本数量，  是分区 i 重要性抽样

样本总数量。

重要性抽样方法根据使用寿命下的临界裂纹

尺寸 d* 定义重要性抽样的失效域，如图 5所示，

从而统一地减少了所有分区样本数量。相比蒙特

卡洛模拟，降低了失效概率计算的时间成本约一

个数量级[15]。
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图 5    积分失效域示意图[15]

Fig. 5    Schematic diagram of failure domain for integral[15]
 

 2.2.2    自适应最优抽样方法

对于传统蒙特卡洛方法或者重要性抽样方法

而言，每个分区的抽样样本量是相同的，其中样

本量决定着抽样模拟的精度和时间成本。然而，

由于各分区失效风险并不相同，因此，为达到相

同失效风险结果收敛精度，各个分区所需要的抽

样样本量理论上应该各不相同。例如，盘心处承

受离心载荷大，位于盘心部位的分区失效风险高
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于盘缘处的分区，达到相同风险解精度所需要的

样本量不同。因此，需要一种合理确定分区样本

量的方法，形成最优抽样策略，进而降低计算时

间成本。

为了实现最优抽样策略，保证各分区失效风

险方差一致，并最小化整盘失效概率的方差[16]，每

个区域需要分配不同的样本量，美国得克萨斯大

学与西南研究院的联合团队开发了自适应最优抽

样方法。分区失效风险方差取决于分区样本量、

分区出现缺陷的概率和分区条件失效概率。对于

大量样本，整盘失效概率 Pf,disk 的方差为

V（Pf,disk） =
m∏

i=1

[
（1− pi）

2
+

pi（1− pi）

ni

]
−

m∏
i=1

（1− pi）
2

（10）

其中 ni 是分区 i 的样本量，pi 是分区 i 的失效概率

估计值，m 代表分区数量。

因此，建模最优化问题，变成寻找最小化整盘

失效概率方差下的样本量分配策略[16]，即

min Z（ni） =
m∏

i=1

[
（1− pi）

2
+

pi（1− pi）

ni

]
−

m∏
i=1

（1− pi）
2

（11）

Ntotal,disk =

m∑
i=1

ni （12）

Ntotal,disk其中 为整盘总样本量。使用拉格朗日乘子

法求解此最优化问题[16]，得到最优分区样本数为

ni = Ntotal,disk·√√√√
pi（1− pi）

m∏
j = 1
j , i

[
（1− p j）

2
+

p j（1− p j）

n j

]
m∑

i=1

√√√√
pi（1− pi）

m∏
j = 1
j , i

[
（1− p j）

2
+

p j（1− p j）

n j

]（13）

自适应最优抽样方法的计算效率和精度高度

依赖于初始分区失效概率的估计值 pi 以及样本

量[16]。自适应最优抽样方法的优势在于能够调节

分区样本数量，从而定量控制分区风险结果方差。

自适应抽样方法能够结合大多数抽样方法使用。

 2.2.3    分区细化技术

转子轮盘失效概率计算时间成本随着分区数

量增加而增大。对于风险贡献度高的分区，应细

化分区从而提高失效风险计算精度；对于风险贡

献度低的分区，可以适当地粗分区。分区细化技

术能够达到各个分区失效风险贡献度近似的目的，

从而提高失效风险计算精度，并且降低失效风险

的计算成本。同时，分区细化技术也是快速寻找

风险收敛解的重要方法。

基于上述思路，美国得克萨斯大学开发了分

区细化技术。分区细化方法首先进行粗略预分区，

并通过定义风险贡献度因子，对风险贡献度高的

分区进行细化。风险贡献度因子 Frci 定义为[18]

Frci =
Pr[Fi]

m∑
j=1

Pr[F j]

（14）

图 6展示了离心叶轮的分区细化的过程，由

最初的 16分区，细化为最终的 75分区。图 6同

时列出了每一步细化分区数，图中求解时间指单

次迭代求解时间占总求解时间的百分比，其后的
 

(a) 迭代1

16分区
细化分区数: 0

求解时间: 7.4% (7.4%)

25分区
细化分区数: 13

求解时间: 7.7% (15.1%)

37分区
细化分区数: 21

求解时间: 11.3% (26.4%)

57分区
细化分区数: 29

求解时间: 21.0% (47.4%)

65分区
细化分区数: 53

求解时间: 17.1% (64.5%)

75分区
细化分区数: 69

求解时间: 17.6% (100%)

72分区
细化分区数: 61

求解时间: 18.0% (82.4%)

(b) 迭代2

(c) 迭代3 (d) 迭代4

(e) 迭代5 (f) 迭代6

(g) 迭代7 (h) 分区贡献度

图 6    分区细化过程[18]

Fig. 6    Zone refinement process[18]
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括号内列出了累积求解时间百分比。分区细化过

程中，不仅减少分区数，降低了计算时间成本，而

且将预分区的数据存储为临时数据库，同样能够

提高计算效率。算例表明，分区细化技术能够将

总计算时间成本降低 15.1%[18]。分区细化技术最

重要的优势在于能够高效地寻找风险收敛解所需

要的最小样本量。

 3    基于积分的失效概率计算方法

 3.1   单变量快速数值积分算法

为了从本质上解决高可靠性系统抽样算法的

计算效率问题，开发基于积分的数值积分算法极

为必要。数值积分算法并不进行抽样计算，因此

计算效率不受到设计目标风险值大小的制约，理

论上能够提高计算效率。同时，数值积分算法的

结果是蒙特卡洛模拟的收敛解，若能够解决时变

失效域中概率密度函数求解的难题，数值积分算

法有潜力成为蒙特卡洛模拟的替代方法。因此，

北京航空航天大学团队基于概率密度演化理论，

开发了基于积分的失效概率快速积分算法，概括

如下：

da/dN≥0

如前所述，限寿件概率失效风险评估的本质

是处理含初始缺陷结构体的系统损伤演化问题。

裂纹扩展过程是一种单向且单调的保守的随机动

力系统[19]，即裂纹扩展速率   始终成立。

基于概率密度演化理论及概率守恒原理，当保守

的随机动力系统中没有新变量产生和消失，则系

统概率守恒[37]。那么，N 飞行循环下的失效域能

够在任意飞行循环，如初始（N = 0）飞行循环随机

变量空间中找到映射子集。

考虑初始裂纹尺寸随机变量，N 飞行循环下

的失效域与初始变量空间失效域的关系为

pi|d =
w

a>ac

fa（x）dx =
w

a0>ac,0

fa0（x）dx （15）

pi|d fa

fa0

其中 ac 是临界裂纹尺寸，a0 是初始裂纹尺寸，ac,0

是初始临界裂纹尺寸， 是分区条件失效概率，

是裂纹尺寸的概率密度函数， 是初始裂纹尺寸

的概率密度函数。临界裂纹尺寸 ac 通过令极限

状态函数 g = K – Kc = 0求得。Kc 为材料断裂韧

性，应力强度因子 K 与临界裂纹尺寸 ac 的关系由

Newman形状因子模型揭示。因此

Kc = K = Qσ
√
πac （16）

ac = (Kc/Qσ)2/π于是有 。进而通过逆向求解

裂纹扩展，获得初始临界裂纹尺寸 ac,0

ac,0 =

[
（ac）

（2−n）/2−CN
(

2−n
2

)
（Qσ

√
π）n

]2/（2−n）

（17）

使用单变量快速数值积分算法评估适航咨询

通告 AC33.14-1验证算例。如图 7所示，相比传

统蒙特卡洛方法，单变量快速数值积分算法的最

大计算相对误差为 3.4%，计算效率提高了上千倍[19]。

实际限寿件失效风险分析需要考虑多种随机性因

素，数值积分算法需要解决多维随机变量空间的

积分问题。
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图 7    数值积分结果与蒙特卡洛模拟对比[19]

Fig. 7    Numerical integration results compared with

Monte Carlo simulation[19]
 

 3.2   多变量快速数值积分算法

为解决快速数值积分算法在多随机变量条件

下的应用问题，北京航空航天大学团队在单变量

快速数值积分算法的研究基础上，将其应用范围

扩展到了多随机变量条件。航空发动机限寿件转

子轮盘失效概率分析的多维随机变量可以分为两

类：一类是影响裂纹扩展速率的随机变量，如初

始缺陷尺寸、应力分散性、寿命分散性；另一类是

无损检测相关的随机变量，如检出概率和无损检

测时间。多变量快速数值积分算法解决的是考虑

第一类影响裂纹扩展速率的随机变量的数值积分

问题。

基于概率密度演化理论和概率守恒原理，考

虑多随机变量影响后，裂纹扩展过程仍然是一种

单向且单调的保守的随机动力系统。即对于一组

随机变量组合 {a0, B, S}，裂纹扩展过程是确定且

单调的。式（12）、式（15）中失效域的积分可以转

化为[20]

pi|d =
w

a>ac

fa（x）dx =

+∞w
S=0

+∞w
B=0

Pr[a0 > ac,0（B,S ,N）] dBdS （18）
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ac,0（B,S ,N）其中  是考虑多变量的初始临界裂纹

尺寸，通过逆向求解裂纹扩展公式获得，基本原

理如图 8所示。
 
 

裂纹尺寸

飞行循环

N飞行循环

B和S的联合概率
密度函数

ac,0(B, S, N ) 

ac

图 8    逆向求解裂纹扩展示意图[20]

Fig. 8    Inverse crack growth solution considering multivariate[20]
 

结合式（1）、式（2）和式（16），图 8所示的逆

向求解裂纹扩展的解析公式为[20]

ac,0 =

[
（ac）

（2−n）/2−CS N
(

2−n
2

)
（QBσ

√
π）n

]2/（2−n）

（19）

多变量快速数值积分算法的计算效率理论上

高于基于抽样的方法。但问题在于蒙特卡洛方法

的计算效率不会受到变量个数的影响，而积分算

法计算效率受变量空间维数的影响。从积分公式

可以看出，考虑多变量影响后，求解多重积分公

式的计算效率将呈指数级下降。图 9所示为多随

机变量条件下数值积分算法与蒙特卡洛模拟计算

时间成本的对比，考虑了裂纹尺寸、应力分散性、

寿命分散性和材料断裂韧性 4个随机变量。当变

量个数小于 4时，数值积分算法的计算效率仍高

于蒙特卡洛方法数倍。现阶段而言，实际工程应

用中概率失效风险评估方法考虑的随机变量个数

是 3（初始裂纹尺寸、应力分散性、寿命分散性），

因此数值积分算法仍是一种高效的蒙特卡洛替代

算法，降低计算时间成本上百倍。如果考虑的随

机变量个数增多，则需要根据随机变量个数合理

选择不同的高效失效概率算法。

 3.3   考虑无损检测的快速数值积分算法

如何在数值积分算法中考虑无损检测变量是

一个难题。问题的关键在于当对结构进行无损检

测时，失效区域中的概率密度函数不同，难以更

新检测后的概率密度函数。但基于概率密度演化

理论，失效域与检出域的概率密度函数均可以在

初始变量空间中获得求解。

假设 Ninsp 飞行循环执行无损检测，那么检出

域在 N 飞行循环（N > Ninsp）下的概率密度函数难

以求解，但受到概率密度演化理论的启发，其在

初始变量（N = 0）空间的分布形式可以通过逆向

求解裂纹扩展公式得出，如图 10所示 [38]，并与多

变量数值积分算法结合，获得考虑无损检测的失

效风险值。
  
概率密度

概率密度

缺陷尺寸
缺陷尺寸在N循环下的概率密度曲线

缺陷尺寸
缺陷尺寸在Ninsp循环下的概率密度曲线

缺陷尺寸
缺陷尺寸在N=0下的

概率密度曲线
(0<Ninsp<N)

失效域

检出域

检出概率曲线

检出域
概率密度

图 10    考虑无损检测的积分算法原理示意图[38]

Fig. 10    Principle Schematic of integration algorithm

considering nondestructive inspection[38]
 

具体而言，考虑无损检测的快速数值积分算

法分为以下步骤[39]：

ac,0（B,S ,N）

1）  根 据 式 （19） 计 算 初 始 临 界 裂 纹 尺 寸

，从而在初始变量空间中定义无检测

条件下的积分失效域。

2）  在 Ninsp 飞行循环时的变量空间中定义积

分检出域，即根据不同缺陷尺寸按一定的检出概

率检出缺陷。注意，执行无损检测并不会减少 Ninsp

飞行循环下的失效概率，而是会降低 N 飞行循环

（N > Ninsp）下的失效概率。

3） 如图 10所示，将 Ninsp 执行无损检测时的检

出概率曲线，通过逆向求解裂纹扩展公式，在初

始变量空间中定义考虑无损检测时的积分检出域。

4）  在初始变量空间中分别对积分失效域和
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图 9    变量个数对失效概率计算时间的影响[20]

Fig. 9    Influence of number of variables on failure probability

computation time[20]
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积分检出域进行求解。考虑无损检测的转子轮盘

失效风险等于失效域积分与检出域积分的差。

 4    高效失效概率算法研究展望

目前国内外对限寿件高效失效概率算法的研

究分为两类：一是基于抽样的蒙特卡洛模拟改进

算法；二是基于积分的快速数值积分算法。两类

算法均能满足多随机变量概率失效风险评估的要

求，并提高失效风险计算效率。不同方法各有优

势且应用范围存在不同。

基于抽样的蒙特卡洛模拟改进算法包括重要

性抽样方法、自适应最优抽样方法和分区细化技

术。与传统蒙特卡洛模拟方法计算时间成本相比，

重要性抽样方法能够将时间成本降低约 1个数量

级；自适应最优抽样方法的时间成本取决于初始

风险估计的质量，能够通过分配样本量定量控制

结果方差；分区细化技术能够快速得到风险收敛

解所需的样本量，降低计算时间成本约 1个数量级。

基于积分的快速数值积分算法能够大幅度提

高失效风险的计算效率。相比传统蒙特卡洛模拟

方法，单变量快速数值积分算法计算效率提高数

千倍；多变量快速数值积分算法计算效率取决于

变量个数，考虑 3个随机变量条件下，计算效率提

高上百倍。数值积分算法能够考虑无损检测随机

变量并提高计算效率。

今后，随着先进发动机性能的不断提升、新

材料的发展以及新应用场景的出现，对概率失效

风险评估技术计算精度与计算效率的要求也愈加

提高。高效失效概率算法的发展有以下 3个方面：

1）  瞬态性。为捕捉先进发动机瞬态条件下

的瞬变热-机械耦合失效机理，概率失效风险评估

技术需要能够描述瞬态条件下损伤演化规律。要

求风险评估算法具备极高的计算效率及精度。

2） 系统性。为系统性评估多特征部位、多损

伤类型、多失效模式下的复杂损伤演化机理，概

率算法需要解决随机计算效率、随机变量个数以

及计算精度之间的矛盾。

3）  全生命周期分析。为解决限寿件转子轮

盘全生命周期数字孪生技术在风险分析中的应用，

需要构建一种材料-制造-设计-运行失效风险一体

化的系统模型及失效概率算法。

 5    结　论

在航空发动机限寿件适航符合性技术研究领

域，概率失效风险评估发挥愈加重要的作用。传

统蒙特卡洛模拟是基本且可靠的失效概率计算方

法，但是在高可靠性系统模拟分析中，存在计算

效率过低的问题，制约了先进发动机部件安全性

评估与概率性设计的高效迭代。为了从本质上解

决基于抽样的失效概率计算方法的问题，需要从

概率密度演化机理层面认识失效概率演化规律，

从而形成基于积分的限寿件失效概率快速算法。
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